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So »ÖU ich denn mit saurem Schweisa 



, Euch' lehren f was ich selbst nicht weiss. 

Dieses Wort Faust's ist wohl Niemandem so sehr aus 
der Seele gesprochen wie dem, der über die wahre Natur der 
Elektricität vortragen will. Möge man daher dies bischen 
Poesie als Einleitung zu trockenen Formeln nicht mit allzu 
schelen Augen ansehen. 

Gauss soll einmal einem Freunde auf die Frage nach 
den Fortschritten einer dringenden Arbeit geantwortet haben: 
„Alle Formeln und Resultate sind fertig, nur den Weg 
muss ich noch finden, auf dem ich dazu gelangen werde." 
Ich glaube nicht, dass Gauss dies gesagt hat, er war 
nicht so aufrichtig; gedacht hat er es gewiss oft. Anders 
Maxwell; er schildert uns genau, zu welchem Zwecke er 
die sechseckigen Aetherzellen, die in den Zellwänden be- 
weglichen Friktionsrollen und alle anderen Embleme seiner 
ersten Theorie, die er einmal selbst somewhat mukward nennt, 
erfand; er erzählt, welche ihm die meiste Mühe machten 
und wie er damit zu den Formeln gelangte, deren Gewalt 
Hertz in seinem Heidelberger Vortrage so gut charakte- 
risirt. Später gab er wohl eine einfachere Begründung 



lY Vorwort. 

seiner Formeln; allein ein Weg, welcher in allseitig be- 
friedigender Weise dazu führt, ist noch heute nicht ge- 
funden. 

Kein Wunder daher, dass sich zur Fortfuhrung des 
Baues nun die Kärrner einfinden. Ein solcher Kärrner, 
dem die Aufgabe ward, den Weg zum Gebäude zu ebnen, 
die Fagade zu putzen, vielleicht auch dem Fundamente 
noch den einen oder anderen Stein einzufügen, will ich sein, 
und ich bin stolz darauf; denn gäbe es keine Kärrner, 
wie möchten wohl die Könige bauen? 

Drei Dinge musste ich da vor allem , wollte ich meinen 
Zweck erreichen, anstreben: Klarheit, Anschaulichkeit und 
Kürze. Die erstere wurde dadurch wesentlich erleichtert, 
dass ich von der von Helmholtz ausgebildeten Theorie 
der cyklischen Bewegungen den ausgedehntesten Gebrauch 
machte. Im Interesse der Kürze liess ich die Betrachtung 
inhomogener und anisotroper Körper fast ganz bei Seite. 
Ich lasse mir gerne den Vorwurf gefallen, dass dadurch 
die Allgemeinheit und Formvollendung verlor, wenn es mir 
dafür gelang, ein beschränktes Gebiet recht deutlich zu 
machen; denn wer in einem solchen vollkommen klar sieht, 
der hat dann sicher ausreichendes Küstzeug zur Leetüre 
der Originalabhandlungen, die ja durch dieses ^uch nicht 
erspart, nur erleichtert werden soU und von denen man die 
wichtigsten am Schlüsse zusammengestellt findet. Uebrigens 
hoffe ich, das hier Versäumte in späteren Fortsetzungen 
dieser Vorlesungen nachholen zu können, wo auch die 
älteste M a X w e 1 r sehe Theorie , die elektromagnetische 
Theorie der Dispersion, Polarisation, Doppelbrechung und 
Drehung der Polarisationsebene des Lichtes, sowie der 
Hertz 'sehen Schwingungen behandelt werden soll. 

Ich habe es auch nicht verschmäht, durch vielö Figuren, 
Zusammenstellungen, Marginalien etc. der Anschauung und 



Vorwort. V 

Uebersicht nachzuhelfen und bin dem Herrn Verleger für 
die Geduld und das Geschick dankbar, womit er meinen 
darauf bezüglichen Wünschen entgegenkam. 

Eins noch scheint mir nicht unwerth der Erwähnung. 
Ich habe mich überall genau an die, übrigens auch sehr 
bequeme Bezeichnung Maxwell' s gehalten. Man glaubt 
kaum, wie sehr das gleichzeitige Studium zahlreicher Ab- 
handlungen durch den rein äusserlichen Vortheil einer 
wenigstens im Allgemeinen eingebürgerten einheitlichen 
Bezeichnung gefördert wird; wenn die BegrüBfe noch ein 
wenig schwanken, wie hier, ist dieser Vortheil sogar noch 
grösser, da die einheitliche oder ähnHche Bezeichnung 
immßr Veranlassung zur Abgrenzung der Begriffe und 
Vergleichung der Definitionen verschiedener Autoren wird. 
Dies beweisen am besten die Schwierigkeiten, die man 
beim Entwurf einer vergleichenden Tabelle der verschie- 
denen Bezeichnungen, eines „Schlüssels'', wie ich mir 
selben zu meinem Privatgebrauche anfertigte und ihn am 
Schlüsse des Buches ebenfalls beifüge, findet, und die 
dieses ohnedies sehr unzureichende Surrogat der einheit- 
lichen Bezeichnung noch werthloser machen. Ich bitte 
daher alle künftigen Schriftsteller auf diesem Gebiete 
meinem Beispiele folgend, wenigstens im Grossen und Ganzen 
zu den Bezeichnungen MaxwelPs zurückzukehren und wäre, 
wenn durch vorliegendes Buch nichts als dies erreicht würde, 
schon mit dem Erfolge meiner Arbeit zuMeden. 

Dass es mir trotz meiner Bemühungen nicht gelungen 
ist, überall ganz den Sinn Maxwell's zu treffen und alle 
Dunkelheiten aufzuhellen, weiss ich selbst am besten (vide 
Motto!). Ich wünsche nichts, als dass der Theorie zum Gewinn 
recht bald recht Vieles verbessert werde, ja dass bald die 
Zeit komme, wo ein neuer Schritt in unserer Kenntniss 
des Wesens der Elektricität gethan wird und Niemand 
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mehr dieses unsere völlige Unbekanntschaft mit der Natur 
der Elektricitätsbewegung postulirende Büchlein liest. Mögen 
dann immerhin Ändere die Früchte unseres Strebens ernsten, 
aber von den Theorien und Experimenten, zu deren Aus- 
einandersetzung ich jetzt schreiten will, mögen sie dann 
sagen: „es ging ein Frühling auf in jenen Tagen!" 

München, im März 1891. 

Ludwig Boltzmann. 
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Erste Vorlesung. 

Einleitung; Lagrange's Bewegungsgleichungen. 



1. Die tägliche Erfahrung lehrt, dasswir den Bewegungs- Femwirkung 
zustand eines Körpers nicht beeinflussen können, wenn wir Medtum? 
denselben nicht entweder direkt berühren, oder uns wenig- 
stens durch eine, die Einwirkung übertragende Brücke (ein 
Zwischenmedium) in Gestalt eines Fadens, einer Stange 

oder selbst nur des Hauches unseres Mundes mit ihm in 
Verbindung setzen. Als man daher zuerst Magnetpole und 
später elektrisirte Körper aus gewissen Entfernungen auf 
einander wirken sah, konnte man sich dies nicht anders 
denken, als dass die Wirkung durch ein Zwischenglied, 
etwa eine feine, von den Körpern ausströmende Flüssigkeit, 
übertragen werde. ^) 

2. Es ist bekannt, auf wie hartnäckigen Widerspruch 
Newton bei Aufstellung seines Gravitationsgesetzes stiess. Newton. 
Newton selbst neigte der Ansicht zu, dass die Fernwir- 
kung zwischen den Himmelskörpern durch ein Medium über- 
tragen werde; allein er unterliess es, uns irgend etwas 
Näheres von seiner Ansicht über die Beschaffenheit dieses 
Mediums mitzutheilen, treu seinem Grundsatze: hypotheses 

non fingo. 

3. Erst später vergass man hierauf und schrieb wohl 
gar den Namen Newton 's auf das Banner der Theorie der un- 
vermittelten Fernwirkung. Dies kam so: die Femwirkungs- 
theorie errang Triumph auf Triumph; nebenbei wurden zwar 
beständig Hypothesen über die Natur eines etwa sie ver- 
mittelnden Mediums aufgestellt; allein diese hatten keinen 



*) Gilbert, Demagnete etc. London 1600, liber II. cap. Ill u. IV. 

Boltzmann, Vorlesungen. \ 
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2 Erste Vorlesung. (4—6. 

nenne nswerthen Erfolg. Selbst Goethe interessirte sich 
für die Frage {vgl. ein bekanntes Gedicht von ihm). Da 
gelangten die namhaftesten Forscher endlich zu der An- 
sicht, das Medinm sei wohl überhaupt üherflÜBsig und die 
"Wirkung erfolge direkt ohne alle Vermittelung in die Feme, 

f« 4. Da die Gesetze der magnetischen und elektrischen 

Erscheinungen ganz denselben Grundtypus zeigen wie das 
Gravitation 8g es etz , so war es selbstverständlich, dass man 
auch diese Erscheinungen einer direkten Fernwirkung zu- 
schrieb, ja Navier, Poisson, Cauchy und viele Andere 
versuchten auch die Molekularkräfte nach demselben Schema 
zu erklären; nur setzten sie hierbei au die Stelle derNewton'- 
schen Funktion der Entfernung, da diese hier doch nicht all- 
gemein auszureichen schien, meist eine andere, gewöhnhch 
unbekannt gelassene Funktion der Entfernung. Namentlich 
in Deutschland und Frankreich basiren die meisten neueren 
Abhandlungen und Lehrbücher auf diesem Grundgedanken, 

- der durch Wilhelm Weber zur höchsten Vollendung 
gebracht wurde. Am energischsten vertrat Zöllner die 
Ansicht, dasa das von Weher modificirte Newton'sche Fern- 
wirkungsgesetz der wahre Schlüssel zur Erklärung der ge- 
sammten Natur sei. Ja mehr oder minder haben wir alle 
die Ideen ron den direkt in die Feme wirkenden magne- 
tischen und elektrischen Fluiden gewiss ermassen mit der 
Muttermilch eingesogen. 

5. Da ging gerade von England , dem die eigentliche Ba- 
sis der Femwij'kungslehre entstammte, auch wieder die Ge- 
genströmung aus. Faraday hatte sein ganzes Leben hin- 
durch nie an eine unvermittelte Femwirkung geglaubt; Sir 
William Thomson entwickelte dessen Ideen weiter, bis Max- 
well aus denselben eine Theorie der magnetischen und elek- 
trischen Erscheinungen schuf, welche unbeschadet der grossen 
Verdienste seiner Nachfolger doch wohl mit Eecht für im- 
mer die MaxweU'sche Theorie genannt werden wird. 

6. Es mag noch erwähnt werden , dasa nicht lange nach 
u Maxwell auch Gauss, Hiemann, Lorenz, Karl Neu- 
mann undEdlund sich dessen Ideen näherten, indem sie 
annahmen, dass die Fernwirkung Zeit zu ihrer Fortpflanzung 



I 



7-8.1 



Femwirkang; GalvBnismiia ala Ausgangspunkt. 



3 



I 



branche, was doch wohl nui- erklärlich ist, wenn sie durch 
ein Medium übertragen wird. AHein da sie bloss diese 
zur Fortpflanzung nothwendige Zeit, sonst aber das Medium 
iu keiner Weise berücksichtigten, m mussten nothwendig 
ihre Theorien an innerer Consequenz hinter der Maxwell's 
weit zurückbleiben. Auch Hankel'a mechanische Theorie 
der Elektricität ist noch zu erwähnen. 

Die Theorie Maxwell's ist den uns zur Gewohnheit 
gewordenen Ideen so diametral entgegengesetzt, dass wir zu- 
erst alle unsere bisherigen Anschauungen von dem Wesen 
und der Wirksamkeit der elektrischen Kräfte hinter uns 
werfen müssen, ehe wir in ihre Pforten eintreten. 

7. Um philosophische Spekulation und naturwissen- t 
schaftliches Denken nach allen Richtungen in der gebüh- 
renden Weise auseinanderzuhalten, sei noch bemerkt, dass 
aus den Erfolgen, welche die Maxwell'sche Theorie in der 
neuesten Zeit errungen hat, wieder umgekehrt in keiner 
Weise ein Schluss gezogen werden kann, ob die Wirkung 
je zweier benachbarter Moleküle auch nur bei unmittelba- 
rer Berührung eintritt, oder ob es Kräfte giebt, die in mo- 
lekulare Distanzen fernewirken. Bloss die direkte Fem- 
wirkung iu Distanzen, die gross gegenüber den Molekular- 
entfemungen sind, wird für magnetische und elektrische 
Kräfte und daher wohl auch für die Gravitation unwahr- 
scheinlich gemacht. 

8. Schon lange bevor Galvani das erste MalZnckun- v 
gen eines Froschachenkela durch Elektricität bemerkt hatte, m 
war eine grosse Zahl von Phänomenen aus dem Gebiete der , 
sogenannten Reibungselektricität bekannt. Es erscheint uns 
daher beim Entwürfe einer Theorie ebenfalls am natürhchsten, 
von der Reibungselektricität auszugehen; aber es ist kaum zu 
leugnen, dass dieser Grund doch ein mehr äuaserlicher ist; 
jedenfalls kann auch der Versuch unternommen werden, den 
umgekehrten Weg einzuschlagen, wie es sogar schon bei 
Experimental-Vorlesungen über Elektricität und Magnetis- 
mus besonders fllr Elektrotechniker, denen die Reibungs- 
elektricität femer steht, versucht worden ist. 
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4 Knie Vorlesung. [9—11. 

9. Wir Hetzen also voraus, dass wir noch nicht die min- 

tUinUi KenntnisH irgend einer magnetischen oder elektrischen 

Krscheinung haben ^ am allerwenigsten etwas von einem 

j.Krfah- cIcktriHchcn odcr magnetischen Fluidum wissen. Da ma- 

fic»hi0n% H. chen wir die Erfahrung , dass ein Metalldraht durch ver- 

Mtrihns ) 

Hchiedenartigo Ursachen in einen eigenthümlichen auffallen- 
(l(jn Zustand versetzt werden kann, welcher sich dadurch 
ÄUHHürt, dasH im Drahte fortwährende Wärmeproduktion 
stattfindet, die sich bis zum Selbstleuchten desselben stei- 
geni kann; dass er Eisenfeile festzuhalten, wenn er zer- 
schnitten und beide Schnittflächen gleichzeitig mit unserem 
Kikper in Berührung gebracht werden, die Nerven zu er- 
nigen vermag und vieles Andere. Wir sagen dann, in dem 
Drahte lliesse ein elektrischer Strom; ein Ausdruck, der aber 
selbstverständlich rein bildlich zu nehmen ist, da wir nicht 
im Mindesten an ein wirkliches Fortströmen von etwas Ma- 
teriellem denken wollen. 

j/ZolUrrT' ^^* ^^^ ^^® ®^^® Hypothese machen wir, dass irgend 

A'oim« #/*A<i'. eine Bewegung, über deren Natur wir uns aber jeder weite- 
ren Aussage enthalten, die Ursache dieser eigenthümlichen 
Ki'Hchoinung sei. Diese Bewegung, von der wir voraus- 
setzen, dass sie den allgemeinen Gleichungen der Mechanik 
gehorcht, kann tlieilweise im Innern des stromführenden 
Dralites ihren Sitz haben, theilweise muss sie sich aber 
auch auf das umgebende Medium (Aether, andere Körper) 
erstrecken, weil sonst eine scheinbai-e, durch das Medium 
übertxagene Feniwirkung nicht denkbar wäre. 



», Av. 11, Wo in einem Systeme von Körpern eine Bewegung 

(•iT^^* sUtttindet, verändert sich in der Regel die räumliche Lage 
** n^irA**^ oder auch sonst der Zustand dieser Körper fortwährend. 
Hier ist dies jedoch nicht der Fall oder braucht wenig- 
stens niolit der Fall zu sein. Drähte können Stunden, ja 
Tage lang von einem ToUkommen unveränderlichen Strome 
durohtiosseu wenlen; die Lage« der Temperaturzustand, der 
Wärmettuss« der magnetische Zustand etwa in der Nähe 
beiindlioher Eiseumassen« kurz alles für unsere Sinne Con- 
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Btatirbare bleibt dabei an jedem Punkte des Raumes voll- 
kommen unverändert.^) 

Es musa also die Bewegung, die wir uua als Ursache 
der beschriebenen Erscheinung denken, eine vollkommen 
stationäre sein, dergestalt, dass jedesmal, sobald ein Th eil- 
chen seinen Ort verlässt, immer nach verschwindend kurzer 
Zeit wieder ein genau gleich beschaffenes, mit derselben 
Geschwindigkeit nach derselben Richtung bewegtes Theil- 
chen au dessen Stelle tritt, so dass trotz der fortwährenden 
Bewegung an keinem Punkte des Kaumes eine Veränderung 
wahrnehmbar ist. 

12. Eine solche Bewegung nennt Helmholtz eine 
cyklische. Wenn alle in einem Systeme von Körpern statt- 
findenden Bewegungen cyklische sind, 80 nennt Helmholtz 
ein solches System ein cyklisches, oder kurz ein Cykel. 

Als Beispiele derartiger Systeme seien hier angelnhrt: 
Ein fester Rotationskörper, der mit constanter Geschwindig- 
keit um seine Umdrehungsaxe rotirt; mehrere derartige Ro- 
tationskörper, die durch Treibriemen gekoppelt sind; eine 
Flüssigkeit, welche stationär einen in sich zurücklaufenden 
Eanal durchströmt. 

13. Räder mit Speichen oder Zähnen entsprechen un- u 
serer Definition nicht vollkommen, können aber doch als b 
„unechte Cykeln" bezeichnet werden, inaofeni die Abwei- 
chungen nur unwesentliche Dinge beti'effen; ja selbst Ma- 
schinen, bei denen vrie beim Kolben der Dampfmaschine 
hin- und hergebende, aber doch in kurzen Zeiträumen pe- 
riodisch sich wiederholende Bewegungen vorkommen, durften 
kaum ein von den Cykeln wesentlich abweichendes Ver- 
halten zeigen. 

Es wird daher wohl auch die noch wenig behandelte 

') Dort, wo die EQtstehiuigatu8a.uhe ihren Sitz hat, müesen frei- 
lich (mit Ausnahme der Molekulamtrönie in permanenten Ma^eten) 
Verändeningcn vor aich gehen; allein diese können so weit entfernt 
sein, dase sie auf den betrachteten Thdl des Feldes keinen anderen 
Einfinas haben, als isas sie den Strom treiben; zudem können sie 
auch zn den später ta heaprechendcn langsamen VerGndemngen ge- 
hören. 



Mei'hanik der Cykeln in der praktiBchen Maschinenlelirfl | 
von Nutzen sein. Hier aber liaben wir es mit einer ganz j 
anderen, rein theoretischen Anwendang derselben zu thun. 
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14. Ehe ich speciell auf die Mechanik der Cykeln ein- 
gehe, muss ich einige Bemerkungen über die Bewegungs- 
gleiclmngen ganz beliebiger mechanischer Systeme voraus- 
schicken. Sei ein derartiges beliebiges System von Körpern 
gegeben; die Lage und der Zustand aller Körper des Sy- 
stems sei durch n indepeudente Variable /j, l^, l„ 

vollkommen bestimmt. Man sagte dann, das System habe 
ji-Freiheitsgrade und bezeichnet die l als die allgemeinen 
Coordinaten des Systems. 

So hat ein materieller Punkt eirfcn Freibeitsgrad, 
wenn er ausschliesslich auf einer Linie, drei, wenn er frei 
im Räume beweglich ist, ein beliebig im Räume beweg- 
licher fester Körper hat sechs Freibeitsgrado u. a. f. 

15. "Wir wollen mit L die Kraft bezeichnen, welche 
irgend eine der Coordinaten l zu vergrössern strebt, so dass 
die gesammte Arbeit, welche geleistet wird, wenn jedes / 
um äl wächst und welche gleich dem Zuwachse 3T der 
lebendigen Kraft T des Systemes ist, den Werth hat: 

1) SA = 2LSI. 

Im Allgemeinen lassen sich alle Massen des Systems 
irgendwie mit n auf vorgoschriebenen Curven beweglichen 
Antrieb sp unkten so verbinden, dass die alleinige Bewegung 
je eines dieser Anti-iebspunkte immer der alleinigen Ver- 
änderung je einer einzigen Variablen entspricht und Sl gleich 
dem Wege des betreffenden Antriebspunktes ist. 

So können bei einem frei beweglichen materiellen Punkt 
dessen Projektionen auf die drei Coordinatenaxen als An- 
triebspunkte gewählt werden. Drei den Coordinatenebenen 
immer parallel bleibende Ebenen sind gezwungen, durch 
die drei Antriebspunkte zu gehen, der materielle Punkt 
selbst in jeder der drei Ebenen zu liegen. Bei einem um 
eine feste Axe drehbaren festen Körper ist ein Punkt des- 
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selben in der Entfernung eins von der Axe Antriebs- 
punkt u. s. w. 

Sollte unsere mangelhafte Kenntniss von dem Mecha- 
nismus des Systems dies nicht gestatten (wenn z. B. das 
System ein galvanisches Element enthielte und l die Elek- 
tricitätamenge vorstellte, welche dasselbe seit dem Zeitan- 
fange passirt hat), so ist der Begriff L gleich „Kraft, welche 
die Coordinate l zn vergröasem sucht", einfach als der 
Quotient 3A : Sl zu defioiren, worin SA die Arbeit dar- 
stellt, welche bei alleinigem Wachsthume der Coordinate l 
um Sl geleistet wird. Da die Arbeit immer etwas bestimmt 
definirbarea ist, so kann diese Definition niemals eine Zwei- 
deutigkeit iuvolviren. 

16. Setzen wir voraus, dass wir es auch in diesem i-ig' 
Falle mit mechanischen Systemen zu thun haben, welche guich 
sich den allgemeinen Gleichungen der analytischen Mecha- 
nik fugen , so können wir noch immer trotz unserer Un- 
bekanntachaft mit dem eigentlichen Mechanismus des Sy- 
stems diese allgemeinen Gleichungen anwenden, welche 
Lagrange in die Form gebracht hat: 



2) 



d dT BT 



" dt bV 



ai' 



wobei T als Funktion der n Coordinaten l und deren Dif- 
ferentialquotienten l' nach der Zeit i ausgedrückt zu den- 
ken ist. 

dT-.dV sind die Grössen, welche man die Momente 
zu nennen pflegt; wir wollen sie kurz mit X bezeichnen, dem 
natürlich dann der Index der betreffenden Coordinate bei- 
znfügen ist. 

Bezüglich des Beweises der Gleichungen 2 verweise 
ich auf: Lagrange, Mech. analyt., 2. Theü, 4. Section; 
Thomson und Tait, Treat. on nat. phil. Vol. 1, part. 2. 
New ed. sect. 318, Gl. 24; dass. deutsch S. 282, Gl. 15; 
Maxwell, Treat. on Electr. Voh 2, 2. ed., sect. 571; 
Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, 8. Vorlesung, das auf 
Gleichung 7 folgende. 

Hier will ich bloss ihre physikalische Bedeutung, 
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[17. 



deren möglichst anschauliche Auffassung mir die Haupt- 
sache ist, an einem speciellen Beispiele erläutern, das uns 
übrigens in der Folge von Nutzen sein wird. 



Zweite Vorlesung. 

Mechanische Analogie des zweiten Hauptsatzes 

der Wärmelehre. 



Fig. 1. 



Beitpui. 17. Sei eine cylindrische Röhre (Fig. 1) mittelst einer 

Kurbel um ihre vertikal stehende Axe drehbar; dieselbe 

trage eine auf ihrer Axe senkrechte 
Stange, auf welcher eine Masse m von 
sehr kleinem Volumen verschiebbar 
ist. Von einem an der Masse befestig- 
ten Haken führe eine Schnur nach der 
Axe, und dann über eine passend an- 
gebrachte Rolle mit der Axe zusammen- 
fallend nach einer Schale S, auf welche 
ein Gewicht p aufgelegt werden kann. 
Alles sei reibungslos und bis auf die 
Masse m auch massenlos. Als allge- 
meine Coordinaten sollen die Entfer- 
nung r der Masse von der Axe und 
der Winkel / benutzt werden, um den 
das Rohr gegen eine gewisse Normal- 
lage verdreht erscheint. Setzen wir der 
Kürze halber die Winkelgeschwindigkeit 
r = w, so ist: 




T = 
1/ = 



♦wr'* . mr^to* 



+ 



2 ■ 2 

mr" — mrw^ 
mr^w' + 2mrr'w. 



18. 19.] Mechanische Analogie des zweiten Hauptsatzes. 9 

Befindet sich der Kurbelgriff in der Entfernung 1 von der 
Axe, 80 kann man sich die Kraft L, welche den Winkel 
zu vergrössern sucht, direkt an der Kurbel in tangentieller 
Richtung wirkend denken. Die Kraft R sucht die Entfer- 
nung r zu vergrössern. 

18. Sei nun zu Anfang L = o und p halte der Centri- Mechanuche 
fugalkraft genau das Gleichgewicht, so dass man also hat: zweiten 

Hierauf wirke eine Aussenkraft L auf die Kurbel, dieselbe 
sei jedoch so schwach, dass w' immer sehr klein bleibt, 
während w einen grossen Werth hat. Durch passende Ver- 
änderung von p kann bewirkt werden, dass sich r beliebig 
ändert. Dies soll so geschehen, dass auch r' immer sehr 
klein gegenüber rw und daher auch r" gegenüber rw^ bleibt; 
dann ist immer mit grosser Annäherung: 

p = — R =z mriv ^ 

Die während der Zeit dt in das System durch die Aussen- 
kraft L hineingesteckte Arbeit d Q wird theils auf Erhöhung 
der lebendigen Kraft mr^M;^ : 2 des Systems, theils auf He- 
bung des Gewichtes p um das Stück dr verwendet. Es 
ist also 

3) dQ = — d(r^w^) + pdr — mr^wdw + 2mw^rdr, 

also: 

4) ^=.dlognat(r^w^), 

also gleich einem vollständigen Differentiale. 

19. Wir können wie bei einem bekannten, mit der Ä^r«»»- 
Centrifugalmaschine ausgeführten Schulexperimente diesen 
Mechanismus zur Arbeitsleistung benutzen. Wir denken 
uns zwei horizontale, vollkommen ebene und glatte Tisch- 
platten; die ebenfalls eben gedachte Schale S stehe anfangs 
im Niveau der unteren Tischplatte und es werde ohne Ar- 
beitsleistung ein Gewicht p von der Platte auf die Schale 
geschoben. Dann werde die Rotationsgeschwindigkeit durch 
Handhabung der Kurbel gesteigert, bis das Gewicht auf 
das Niveau der oberen Tischplatte gehoben ist, auf welche 



procetse. 
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OS dauii ohne Arbeitaleiatiiiig geschoben werden kann. Bei 
genügender Verminderung der Rotationsgeschwindigkeit sinkt 
dann die leere Schale wieder zum Niveau der unteren Tisch- 
platte herab und es kann ein zweites Gewicht in derselben 
Weise gehoben werden u. s. f. 

Man sieht, wie die dem Systeme zugeftihrte lebendige 
Ki-aft zur Arbeitsleistung benutzt werden kann. Allein in 
der soeben geschilderten Weise würde durch eine gegebene 
Zufuhi- von lebendiger Kraft nicht das Maximum von Arbeit 
geleistet werden. Ein Maximnm von Arbeitsleistung er- 
halten wir aber, wenn vrir einen aus vier Theilprocessen 
bestehenden Kreisprocesa in folgender Weise ausfuhren: 
;- 20. Wir stecken durch andauernde Wirksamkeit einer 

kleinen Kraft L die Arbeit Q, in das System. Um diese 
in der vor theilhaf testen Weise auszunützen, wollen wir 
dabei von der Schale fortwährend sehr kleine Gewichte 
wegnehmen und so das Gewicht p fortwährend so abglei- 
chen, dass es immer bis auf verschwindend Kleines gleich 
der Centrifiigalkraft — li ist. Der Ueberschuss der Centri- 
fugalkraft über p und die Grösse von L soll dabei fort- 
während so regulirt werden, dass die Schale in solchem 
Tempo steigt, daes die Hebungsarbeit immer genau gleich 
der hineingesteckten Arbeit ist, also die lebendige Kraft 
des Systems conatant gleich T bleibt. 

21. Nun führen wir keine lebendige Kraft mehr zu, 
TtoiproMM. lassen aber die Schale noch fortwährend steigen, was durch 
sehr langsame Verminderung ihrer Belastung zu bewirken 

List. Diese ist wieder so zu reguliren, dass p immer nur 
unendlich wenig hinter der Centrifugalkraft zurückbleibt. 
Da noch fortwäbi'end Arbeit geleistet, aber keine mehr zu- 
geföhrt wird, so muss dies auf Kosten der im Systeme ent- 
haltenen lebendigen Kraft geschehen. Diese muss daher 
abnehmen und 
p^2T;r 
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gleiche Zunahme von r vorausgesetzt, rascher wie 
früher abnehmen, da jetzt sowohl T abnimmt als auch t 
zunimmt. Dieser zweite Theilprocess soll fortgesetzt werden, 
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r mnkphrhftrer KreiBprocesB. 



bis die lebendige Kraft des Systems auf den Wert 7], ge- 



22. Durch Hemmung der Kurbel mittelst einer sehr oruitr 
geringen Kraft soll nun dem Systeme Arbeit entzogen wer- "'f™"". 
den. Dabei soll die Gfrösse der hemmenden Kraft und der 
Ueberschuss des Gewichtes ji über die Gentrifugalkraft 
{letzterer durch stetes Auflegen kleiner Gewichte) immer 
so regulirt werden, dass erstens beide unendlich klein bleiben 
und zweitens die Schale sich in solchem Tempo senkt, das8 
die hierdurch gewonnene Arbeit die lebendige Kraft des 
Systems conetant erhält. Wir haben also für diesen dritten 
Theilprocess wieder 2T = mr^w" = 2 r„ = const. Wie 
lange dieser dritte Tbeilprocess fortzusetzen ist, finden 
wir am leichtesten in folgender Weise; Wir construiren 
auf dem Papiere eine Abscissenaxe OR, und eine Ordi- 
natenaxe W. Auf der erateren tragen wir- die Werthe des 
r, auf der letzteren die des w auf. Der Zustand des Sy- 
stems, von welchem wir im ersten Theilprocesse ausgingen, 
ist dann durch einen bestimmten Punkt, etwa P, dargestellt; 
der ganze erste Process durch ein Stück einer von P aus- 
gehenden gleichseitigen Hyperbel; der zweite Process durch 
ein Stück einer Curve, deren Gleichung r^w — const. ist, 
die sich also rascher als die gleichseitige Hyperbel asymp- 
totisch der Abscissenaxe nähert. Der dritte Process ist 
wieder durch ein Stück einer gleichseitigen Hyperbel dar- 
gestellt. Wir ziehen nun dui-ch P eine Curve mit der Glei- 
chung T^w = const. ; wo selbe die zuletzt erwähnte gleich- 
seitige Hyperbel trifft , bat der dritte Tbeilprocess zu 
enden. 

Der gesammte Arbeitsbetrag, der dem Systeme wäh- 
rend desselben entzogen wm'de, sei 0„, 



23. Nun wirke auf die Kurbel, wie beim zweiten Theil- 
processe, keine Kraft; die Schale sinke langsam weiter und 
die lebendige Kraft nehme zu, bis der Ausgangszustand 
des Systems, also der Punkt P, wieder erreicht ist. Fol- 
gendes Schema giebt eine Uebersicbt über den gesammten 
Process: 
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Nr. des 
Theilproc. 



desiien charakt. 
Gleichung 



sugefQhrte 
Arbeit 



T = 



mt^w* 



P = 



2r 



1. 



2. 



3. 



4. 



r*fr* = const 



r*fr = const. 



r*if* = const 



r*ir = const 



Q, const = 7*,' nimmt zu ! nimmt ab 



Null ' nimmt ab , nimmt zu 



D. bei gleichem 
Wachsth. TOQ r 
I rascher ab 



^Qo const. = To nimmt ab | nimmt zu 



x^ 11 I . ^ I • ^ u nimmt 
JSull .mmmtzu nimmtab rascher zu. 



Bart<kiuiH§ 24. Während aller vier Processe zusammen wurden 

#«• Arheu, theils Grewichte gehoben, theils wieder gesenkt; da aber der 
erstere Vorgang durchschnittlich bei grösserer Centrifiigal- 
kraft vor sich ging als der letztere, so wurden im Ganzen 
mehi' Grewichte gehoben als gesenkt, daher Arbeit geleistet. 
Die im Ganzen geleistete Arbeit ist, da wir es mit einem 
Kreisprocesse zu thun haben, Q^ — Oo- ^^ sahen wir aber, 
dass dQ : T ein vollständiges DiflFerential ist, integnren wir 
dieses über alle vier Theilprocesse, so ergiebt sich: 






9i 









Wir brauchen nur statt r zu sagen ,.Volum'\ statt p 
• Jhruck". statt T ,,Temperatur \ statt Q „zugefuhrte Wärme'\ 
so haben wir den Carnot*schen Process. 

25. Die Analogie geht natürlich noch weiter. Es wird 
z. B. niemals exakt p = mrur^ sein können, da ja sonst die 
Wagschale niemals in Bewegung kommen könnte« vielmehr 
muss. wenn r zunehmen soll, p kleiner, wenn es abnehmen 
soll, grosser als die Centiifiigalkraft sein. Setzen wir 
daher 

p = jurjr* — €, 

so muss € immer mit dr gleich bezeichnet sein. Man erhält 
also genauer an Stelle der Formeln 3 und 4 die folgende 

Y-=rflognat/ir*ir^ — ^. 



Da nun sowohl T als auch das Produkt fdr immer potsitiv 




) liefert dQ : T über einen geschlossenen Prozess in- 
Ltegrirt allezeit etwas Negativ 

Freilich würde sich das hier geschilderte System nur 
mit einem Gase decken, für weiches das Verhältnias der 
Wärmecapacitäten gleich 3 wäre, was einträte, wenn sich 
die Moleküle desselben statt im Räume nur in einer Ge- 
raden bewegen würden, an deren beiden Enden die Druck- 
L kraft p wirkte ; auch würde die Labilität des Gleichgewich- 
l'tas stören, was aber durch Gebrauch von Federspaunungeu 
l,an Stelle des hier der Einfachheit halber angewandten Zu- 
Ton Gewichten vermieden werden könnte. Ich kann 
BielbstTerständhch hierauf nicht weiter eingehen und muss 
Bftuf die zahlreichen einschlägigen Arbeiten Ton Bankine, 
elmholtz, Clausins, mir und Änderen verweisen, welche 
siemlich vollständig zusammengestellt sind in meiner Äb- 
landlung Gott. Nachrichten vom 24. April 1886. Vgl. 
mch Kronecker's Journal Bd. 98 S. 68 und Bd. 100 
, 201. 

26. Diese Digression geschah übrigens nicht bloss in ni> ri<ii>f!m 
der Absicht, die allgemeinen Lagrange'schen Gleichungen Budrr d" 
an einem Beispiele zu erläutern, sondern sie sollte auch ""^ü^ 
noch das Wesen der Theorien , mit denen wir uns jetzt be- 
schäftigen, überhaupt klar legen. 

Diese Theorien beanspruchen keineswegs von Hypo- 
thesen auszugehen, welche sich mit der wahren Beschaffen- 
heit der die Natur aufbauenden Urelemeute und ürkräfte 
vollkommen decken, sondern bloss von Mechanismen, deren 
Wirkung mit dem Spiele der Naturerscheinungen in der 
einen oder anderen Beziehung eine gi-osse Analogie haben. 
Je umfassender und schlagender diese Analogie, desto 
brauchbarer natürlich auch der betreffende Mechanismus. 
In diesem Sinne ist der Ausdruck Maxwell's dynami- 
cal illuatration ^) zu verstehen. 

Verzichten wir daher auch einerseits auf Constmctionen, 
die sich vollkommen mit der Natur decken, so haben wir 



') Maxwell, A di/namical tlieorie of tlie eleetromagnetie ßeld. 
Üvietit. pBp. vol. I, pag. 537. Roy. Soc. tr. vol. 55. 1B65. 
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andererseits wieder den Vortheil, mit klar defiuirten mecha-J 
niechen Systemen zu operiren, deren Gebrauch namentlich'* 
yon grossem heuristischen Werthe ist, wie gerade die Max- 
well'sche Elektricitätstheorie beweist Die Mechanismeo^J 
werden in späteren Zeiten wohl durch brauchbarere ei 
werden, aber das durch sie zur Anschauung gebrachte All*^ 
gemeine, ihnen und den Naturvorgängen Gemeinsame wird ] 
auch in jeder späteren Theorie bestehen bleiben. 

Beim Lichte betrachtet ist unser Standpunkt vielleicht 
nicht einmal so wesentlich von dem der alten Theorien ver- 
schieden. Ein aus elastischen Kugeln zusammengesetztes 
Gas, ein sechseckiger oder tetraedrischer Benzolkeni sind 
doch wohl auch mechanische Analogien, dynamische Illu- 
strationen. Der Unterschied besteht vielleicht nur darin, . 
dass wir uns des sinnbildlichen Charakters unserer Theorie ] 
klarer bewusst sind. 



Dritte Vorlesung. 

Eewegungsgleichungen für Cykelu; Beispii 

27. Wir wollen jetzt nachsehen, wie sich die aUge- 
' meinen Gleichungen 2 modificiren, wenn wir speciell vor- 
aussetzen, dass das betrachtete System ein cykliscbes 
Das Charakteristische jeder cyklischen Bewegung besteht 
darin, dass an Stelle jedes Theilchens, das seinen Ort ver- 
lässt, sogleich ein gleichbeschaffenes, gleichbewegtes tritt, 
so dass sich der Zustand des Systems während der Be- 
wegung in keiner Weise verändert. 

28. Wir bezeichnen l als eine cyklische Coordinate, 
wenn deren Veränderung eine derartige cyklische Bewegung 
darstellt; wenn also während der Veränderung von l der 
ganze Zustand des Systems, daher auch jedenfalls die i 
demselben enthaltene lebendige Kraft keinerlei Aenderung 
erleidet. Daraus ist zu schliessen, dass, wenn l e 
khsche Coordinate ist, der Werth von T nicht Funktion i 
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I / sein darf; wohl aber kann und wird er im Allgemeinen l' 
I enthalten, da ja die lebendige Kraft um so grösser sein 
I wird, je rascher die cjklische Bewegung vor sich geht. 

Der Zustand eines Cykels kann im Allgemeinen durch 
s beliebige Anzahl solcher cyklischer Coordinaten be- 
I stimmt sein. Wären sonst gar keine Coordinaten vorhanden, 
I BO könnte der Zustand des Systems überhaupt gar nicht in 
t einen anderen übergehen, da er sich bei keiner Verände- 
1 ning irgend einer cyklischen Coordinate verändern darf. l 
Ausser den cyklischen Coordinaten soll also der c 
[ Zustand des Systems noch durch andere bestimmt sein, 
I welche Helmboltz die langsam yeränderlichen Coordinaten 
Loder kurz die Parameter nennt, da sie eine Aehnlichkeit 
f mit den bei der Methode der Variation der Constanten, bei 
[, Ä'ufsuchung der einhüllenden etc. vorkommenden yeränder- 
I liehen Parametern haben. Diese Parameter haben nicht 
|. die Eigenschaft der cyklischen Coordinaten, dafüi' aber sollen 
sich so ausserordentlich langsam verändern, dass ihre 
Differential qaotienten nach der Zeit vernachlässigt werden 
können; dass also, wenn man diese Parameter mit k be- 
zeichnet, die lebendige Kraft zwar die k selbst, a.ber nicht 
deren Ableitungen nach der Zeit k' enthält. 

30, Man kann daher schreiben : ;; 

f6) T=f(k, l'). t 

Ea ist eine weitere Folge der langsamen Veränderhch- 
■Iteit der k, dsiss während eines längeren Zeitraumes die k 
lals conatant betrachtet werden können, so dass während 
i'dieseB Zeitraumes die Bewegung als eine cyklische betrachtet 
■■werden darf; erst nach längerer Zeit nehmen die k allmäh- 
l'Uoh andere Werthe an, so dass die Bewegung jetzt wieder 
cyklische ist, aber mit etwas veränderten Werthen 
Ider Parameter. Während also die l' gross sind, so sind 
»die /" klein von derselben Ordnung, wie die k'. 

Als Erläuterung möge das in der vorigen Vorlesung 
■ behandelte Beispiel gelten. Da wai' l eine cykhsche Coor- 
f;dinate, bei deren rascher Veränderung sich der Zustand 
1 Systems nicht ändert; r dagegen wurde als langsam 
widerlicher Parameter vorausgesetzt, so dass die Ge- 



16 Dritte Vorlesung. [31. 32. 

schwindigkeit r' verschwindet, aber die cyklische Rotations- 
bewegung des Systems bald bei kleineren, bald bei grösse- 
ren Distanzen der Masse m von der Drehungsaxe vor sich 
geht. T war Funktion von V und r. In ganz analoger 
Weise denken wir uns , dass auch die Volumveränderungen 
warmer Körper sehr langsam gegenüber der Molekularbe- 
wegung, welche wir Wärme nennen, die sichtbaren Be- 
wegungen der Stromleiter und Magnete sehr langsam gegen- 
über den Bewegungen, welche wir Elektricität nennen, vor 
sich gehen. 
Bewegungi^ 31. Wir könucu jctzt ciu Cykcl auch definiren, als 

für cyktin. ein solchcs System, welches keine anderen als cyklische 
und langsam veränderliche Coordinaten enthält, und erhalten 
mit Rücksicht auf die Gleichung 5 aus unseren allgemeinen 
Bewegungsgleichungen 2 für Cykeln die nachfolgenden Be- 
wegungsgleichungen : 

worin K und L in oben definirtem Sinne die Kräfte sind, 
welche einestheils die langsam veränderlichen Coordinaten 
k, anderentheils die cyklischen Coordinaten l zu vergrössern 

streben. 

^ 



Sind due ein. 32. Da bei der partiellen Differentiation die Grössen- 

vemalhms- orduuug der Glieder im Allgemeinen verändert wird, so 
'^^'gr^ndet?^ könncu Zwcifcl entstehen , ob nicht hierbei Glieder von 
derselben Grössenordnung wie die Ausschlaggebenden ver- 
nachlässigt worden sind; daher scheinen die folgenden Be- 
trachtungen zur Zerstreuung derartiger Zweifel nicht ganz 
überflüssig. 

Wir nehmen an, die langsame Veränderlichkeit jedes 
der k soll dadurch ausdrückbar sein , dass wir k = f(6. t) 
setzen, wobei f(x) eine sammt ihren Ableitungen endliche Funk- 
tion des endlichen Argumentes x, e aber eine sehr kleine 
Grösse ist. In gleicher Weise soll die langsame Veränder- 
lichkeit von r dadurch ausdrückbar sein, dass l' = g(C- 1) ge- 
setzt wird, wobei g und ^ dieselben Eigenschaften wie f 



GröBseDordnut^ der TSiscbiedenen Glieder. 
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I uod e haben. Natürlich ist dann l selbst sehr gross, was 

I aber nicht schadet, da l selbst in den Gleichungen nirgends 

I vorkommt. 

T ist eine homogene Funktion zweiten Grades von k' 
und f, deren Coefficienten bloss Funktionen der k sind. Es 
soll Äk'^ ein Glied repräsentiren , welches das Quadrat 
eines k' oder ein Produkt zweier k' enthält. In gleicher 
Weise sei Cl'^ ein Glied, welches ebenso bezüglich l be- 
schaffen ist, und endlich Bk'l' ein GHed, welches ein Pro- 
dukt eines k' und eines l' enthält. Die Coefficienten A, B, C 
sind Funktionen der k und sollen endlich sein , sowie auch 
ihre partiellen Ableitungen nach diesen Grössen, welche 
wir symbolisch durch Ä, B' . . . ausdrücken. Der vollständige 
Ausdruck füi' K wäre; 

d^ dT_dT 

' dt dk' dk ' 

Wir bezeichnen den ersten Addenden dieses Ausdrucks miti, 
den zweiten mit 11. Solche Glieder, welche die Differen- 
tiation von: 

Äk"', Bk'l' oder Cl'^ 

Kin / liefert, sollen mit /„, 1^ resp. i, bezeichnet werden 

I.Tind analoge Bedeutungen sollen //„, H,,, II, haben. 

Dann ist, wenn man Glieder von gleicher Grössenord- 

Knung der Kürze halber einfach einander ^ 



_ diÄk!} _ 



k'^A' + k"Ä^ 



wobei die letzte Gleichung lediglich ausdrücken soll, dass 
beide Gheder von der Grössenordnung s^ sind. Ebenso er- 
giebt sich 

//„ = Äk'^ = £\ 
h = Bk'l' + Bf = E-t- J, 
U, = Fk'l'=e, 7„ = o, 
wogegen U, — C'l'^ endlich ist, welches Glied eben allein 
den in Gleichung 6 vorkommenden Werth für E Hefert. 
Da das undifferentiirte l nirgends vorkommt, so ist 
j _ d^ ST 
dt 8V ' 
Die Glieder von der Form Äk'^ liefern in diesen Ausdruck 
nichts, ein Glied von der Form Bk'l' soll 111^, ein Glied 



IS Dt 

von der Form Ci'* aber ÜI, liefern, dann ist. wenn wieder | 
das 61eicbbeitszeichen nur Gleichheit der Grössenordnang 1 
ausdrückt , 

lU, = Ck'V + C7" = * + r. 
Ks ist also L anendlich Mein , wie voraaszusehen war nnd 
alle anderen Glieder Terschwinden unter allen Umständen 1 
gegenüber III,, welches gerade auch die in Gleichung 6 I 
aofgenommenen Glieder darstellt. 

Die sowohl k' als i' enthaltenden Glieder würden zn f 
ganz eigeutbümlichen, bisher noch nicht entdeckten Ejschei- 
nungen Veranlassung geben, denen Maxwell in seinem I 
Treat. on Electr. 2. Edit. Vol. 2, sect. 574, 
263, eine längere Betracbtong widmet. 



33. Der einiachste Fall ist der, daes nur eine einzige 
cyklische Cooi-dinate vorhandeo ist. Es ist dann die Lage 
ßämmtlicber TheÜe des Systems, abgesehen von den lang- 
sam veränderlichen Coordinaten, nur noch durch die Lage 
eines einzigen Äntriebspunktes bestimmt, welche wiederum 
durch eine einzige cyklische Coordiuate / delinirt ist. Kuht 
der Angriffspunkt, so ruhen alle Theile des Systems; be- 
wegt er sich mit einer gegebenen Geschwindigkeit l', so sind 
dadurch die Bewegungen aller Massen des Systems bestimmt. 
Natürlich sind dabei immer die Werthe der langsam ver- 
änderlichen Parameter als gegeben vorausgesetzt, welche 
ja stets während einer langdanemden Bewegung des Systems 
als coQstant beti-achtet werden können. 

Das System, welches wir betrachten, kann dabei aus 
beliebig vielen beliebig miteinander und mit dem An- 
triebspunkte verbundenen MassentheUchen m^, m^, . . . . nif 
bestehen. Wir sahen , dass die lebendige Kraft T des Sy- 
stems nur Funktion von /' und den Parametern k sein kann. 
Behält jedes Massentheilchen während seiner ganzen Be- 
wegung denselben Eewegungszustand , so werden auch die 



I 



Monotykel. 



19 



I 



Geschwindigkeiten Uj, v^-.v^ der einzebien Massentheilchen 
nur Funktionen von /' und k sein. Nimmt ein bestimmtes 
Massentheilchen, während ea fortwandert, verschiedene Ge- 
schwindigkeiten an, so ist doch jedenfalls die Geschwindig- 
keit, die au einer bestimmten Stelle des Baumes herrscht, 
nur Funktion von l' und k, was bei Berechnung von T auf 
dasselbe herauskommt, da ja T eine über alle Massentheil- 
chen zu erstreckende Summe ist. 

Im Folgenden soll niemals in den Fällen, wo Para- 
meter vermittelst gewisser Bedingungsgleichungen eliminirt 
werden könnten, z.B. vermittelst der Bedingung, dass auf 
sie niemals eine Kraft wirkt'), diese Elimination vorgenom- 
men werden, sondern sämmtliche langsam veränderliche Pa- 
rameter und auch die darauf wirkenden Ki-äfte sollen, selbst 
wenn letztere immer gleich sind , in den Glßichungen be- 
lassen werden; dann sind Fälle kaum denkbar, wo die Ge- 
schwindigkeiten V, andere als lineare Funktionen der Ge- 
schwindigkeiten i' sind, was natürlich ebenso für die später 
zu betrachtenden Fälle gilt, wo mehrere cyklische Coordi- 
naten vorhanden sind. 

Es scheint, dass die Voraussetzung jeder anderen nicht 
linearen Abhängigkeit zu mechanischen Ungereimtheiten 
fuhren würde. Sollte aber später doch eiiunal die Möglich- '^F^^f,' 
keit von Bewegungen entdeckt werden , wobei die v nicht "/nf« »^i*- 
lineare Funktionen der l' sind, so setzen wir jedenfalls vor- 
aus, dass die Bewegungen , welche zu den magnetischen 
und elektrischen Eracheinungen Veranlassung geben, nicht 
in diese noch ganz hypothetische Kategorie von Bewegungen 
gehören. Mit einem Worte, wir setzen: 
v, = ad', (i = l, 2 .. .p) 



'-•i2" 



-. ^f, 



wobei die Coefficienten a selbstverständlich Funktionen der 
langsam veränderlichen Parameter k sind. Die Gleichung 
6 liefert dann: 

') V. Hfllmholtz, Principien der Statik monocyklischer Systemo. 
I Kroaeker'a Journal Bd. 97 S. 132. 
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7) 



L = 



d{Är) 



dt 



- j Kh = — 



r' dÄ 

2 dkn 



(Ä = 1, 2. ..n). 



^MM^Mn! ^^* Um sich die wahre Bedeutung dieser Gleichungen 

möglichst zu veranschaulichen, empfehle ich die Anwendung 
auf Beispiele und deute hier nur einige Verallgemeinerungen 
des in der zweiten Vorlesung gegebenen Beispieles kurz an. 
Die an dem rotirenden Rohre befestigte Seitenstange der 
Fig. 1 Art. 17, (^Cin Fig. 2) sei nicht fest, sondern durch 
ein Gelenk Ä mit dem Rohre verbunden. Aehnlich sei eine 
zweite gleich lange Stange CE durch ein Gelenk E mit einer 

in der Axe der Röhre ver- 
Fig. 2. schiebbaren dritten Stange 

verbunden. Die beiden an- 
deren Enden der ersten und 
zweiten Stange endlich seien 
wieder durch ein Gelenk C mit 
einander verbunden (s. Fig. 2). 
Von der dritten Stange 
rage das Stück y aus dem 
Rohre hervor. Auf der ersten 
Stange gleite die Masse w, 
durch einen Faden wie in 
Fig. 1 gehalten, von dem ein 
Stück X aus dem Rohre her- 
ausragt. Hier ist wieder die 
Kurbel der Antriebspunkt. Die 
Winkeldrehung , oder , wenn 
man will, der Weg / der Kur- 
bel, ist die cyklische Coordi- 
nate, a:, y sind die Parame- 
ter. Wir setzen voraus, dass 
die fixen Bestandtheile ein 
Trägheitsmoment J haben, während das des Fadens imd der 
beweglichen Stangen verschwindet, sowie dass sich die Para- 
meter X, y genügend langsam ändern. Dann ist: 

T= y(/+ mrA, L = ^[(/4-mry], daÄ = J+mr^ ist. 




Ijneare Funktionen. 



Die Kräfte, welche den Faden und die Stange aus der 
Röhre herauszuziehen suchen, sind: 



A'=- 



, Y-. 



dy- 



Bildet die erste und zweite Stange den Winkel 2a, so ist 
dr : dx = — cos a. Verschiebt sich das an die dritte 
Stange stosaende Ende E der zweiten Stange um EE" = dy, 
Bo Terschieht sich die Projection D ihres anderen Endes C auf 
die Axe umjDD' = Ö2/.-2, der Punkt Cum CC= öj:2coaK; 
der Mittelpunkt B der Masse M um BB! = GC'.ß—x):X = 
(l— z)dy: 2 Kco&K, und die Entfernung i- der Masse im von 
der Stange wächst um (?r = — BB'sin«= — (k~x)tgady:2X, 
wobei X die Länge der ersten Stange ist, welche ebenso- 
gross wie die der zweiten Stange sein soll. Der Faden soll 
eine solche Gesammtlänge haben, dasa sich für x = o die 
isae m m G befindet. 

Da ausserdem r = (X — zjcoa« ist, so erhält man: 



ml'^ß — X) o 



2i 



[l—xY?.ma. 



Fig. 3. 



Um noch einen Fall zu betrachten, wo auch m verän- 
derlich ist, communicire mit der vertikalen Röhre eine 
enge horizontale Rohre, und diese 
am Ende mit einem schlaffen 
Ballon. Die vertikale Röhre sei 
unten zu, oben mit einem ver- 
schiebbaren Kolben vom Flächen- 
inhalte /'verschlossen, dessen Stiel 
um das Stück x aus ihr hervorragt. 
Sie wie die horizontale Röhre und 
der Ballon aeien mit einer incom- 
pressiblen Flüssigkeit von der 
Dichte p gefüllt. (Siehe Fig. 3.) 
Dann ist dm = — Qfdx, daher 
die Eraft X, welche x zu ver- 
gröasem strebt: 

2 dx 2 
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35. Eine derartige monocykliache Bewegung, deren In- 
tensität durch die Ableitung einer einzigen Variablen nach 
der Zeit vollkommen bestimmt ist, ist nacli Maxwell ein 
in einem DraLte cirtulii-ender elektrischer Strom. V misst 
die Geschwindigkeit der Bewegung, wird also jedenfalls mit 
wachsender Stromintenaität wachsen; L ist die Kraft, welche 
die monocyklische Bewegung antreibt, wachst also mit wach- 
sender elektromotorischer Kraft. Die Bewegung findet theil- 
weise im umgebenden Aether, möglicherweise auch in um- 
gebenden Eisenmassen etc. statt. Diese Bewegung in der 
Umgebung ändert sich, wenn der Draht seine Gestalt, die 
umgebenden Eisenmassen etc. ihre Lage ändern und zwar 
sollen k die Parameter sein, welche die Gestalt, Lage des 
Drahtes, der Eisenmassen etc. bestimmen. 

Die Geschwindigkeit eines jeden im Drahte oder in der 
Umgebung befindlichen ponderablen oder inponderablen Mas- 
sentheOchens (reap. die Geschwindigkeit an einer bestimmten 
Stelle , durch welche Massentheilchen hindurchwandem), 
soll proportional V sein. Der Proportionalitätsfaktor aber 
wird von der Gestalt des Drahtes und der Lage der um- 
gebenden Körper, also von dem Werthe der Parameter k 
abhängen. Die K sind die Kräfte, welche von aussen 
auf das System wirken müssen, um die Werthe von /' tmd 
diesen Parametern constant, respektive gerade in der Weise 
langsam veränderlich zu machen, dass h' und /" die in den 
Gleichungen angefiShrten Werthe haben. 

A'sind also die ponderomotorischen Kräfte , welche bei 
den in den Gleichungen enthaltenen Werthen von k' und 
l" von aussen auf den sti'omfiihrenden Draht und die um^ 
gebenden Körper wirken müssen, —K die Kräfte, welche 
scheinbar durch die cyklische Bewegung (wie die Centri- 
fugalkraft durch die Kreisbewegung) erzeugt und denen die 
Kräfte + K (Centripetalkraft) das Gleichgewicht halten. 
Ebenso sind L die Kräfte, welche unter denselben Be- 
dingungen von aussen wirken müssen. 

36. Wir setzten bisher das System als fi'ei von Be- 
wegungshindernissen voraus. Damit es einem elektrischen 
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Strome vollkommen analog werde, mÜBsen wir auch solche 
einführen. 

BewegiingshindemiBse, welche sich der Veränderang 
der k entgegenstellen würden, wären etwa Keibung der 
Drahtstücke der Stromleitung oder benachbarter Eisenkörper 
bei einer sichtbaren Bewegung derselben und Aehnliches, 
wären also in die A' einzubeziehen. Solche dagegen, welche 
der cyklischen Bewegung entgegenwirken und deren Ge- 
sammtbetrag wir mit W bezeichnen wollen, müssen expli- 
cit in die Gleichungen eingeführt werden. 

Sei L„ die Kraft, welche thätig sein musste, wenn die 
Bewegungshindernisse fehlten und weiche also durch Glei- 
chung 6 bestimmt iat, L„ aber die bei Thätigkeit der Be- 
wegungshindernisse nothwendige Kraft; so ist: 
d er , 
^ dt Bf ' 

"Wenn man daher wieder den Index m weglässt, so erhält 
man beim Vorhandensein der Bewegungshindemisse an Stelle 
der Gleichung 6 die folgende: 



L^ = L,-\ 



W=^"~A 



I 



Bleibt die Stromintensitat , die Gestalt des Drahtes und die 
Lage der umgebenden Massen, also V und dT-.dV constant, 
80 ist daher L = W. Dann wird aber die elekti'omotorische 
Kraft durch das Ohm'sche Gesetz bestimmt. 

Würden wir also voraussetzen, dass L einfach der 
elektromotorischen Kraft, V der Stromstärke proportional ist, 
so müsste, um der Erfahrung zu gentigen: 

W ~l' X const. 
gesetzt werden. Wir müssten also annehmen, dass die Ge- 
genkraft der Bewegungshindemisse der Geschwindigkeit der 
Bewegung, also der Stromstärke proportional ist. Obige 
Annahme ist zwar die einfachste, über ihre Berechtigung 
kann aber nur durch Zuziehung weiterer Erfahrungsthat- 
sachen entschieden werden, welche am passendsten der 
Wechselwirkung zweier elektrischer Strome entnommen 
werden. 
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Vierte Vorlesung. 

Bicykel. Absolute Strommessung. 



BieyuiM. 37 gßj jj^jj ßijj System gegeben, das aus beliebig 

vielen Massentheilchen m^, m^ . » . nip mit den Geschwindig- 
keiten t7j, v^, . .Vp besteht. Die Position jedes Massen- 
theilchens sei durch beliebig viele langsam veränderliche 
Parameter ä^, Äg . . . ä„ und durch zwei cyklische Coordi- 
naten /j, \ bestimmt, deren Ableitungen nach der Zeit wir 
mit l\ und l\ bezeichnen. 

Es sei wieder: 
9) v, = ad\+hl\, (i=l, 2..i?) 

[Vi bezeichnet eventuell die Geschwindigkeit an einer be- 
stimmten Stelle des Raumes, wo fortwährend Massentheil- 
chen w, passiren). Setzt man daher: 

t=j> t=j> t=j> 

10) -^ ^ 2 ^*^ ^^' ^ ~ 2 ^<^<^' c=2 ^« ^« ^<' 

t = l 1=1 i-\ 

SO wird 

Die Momente sind: 

\ = -^=Al\ + Gl\y ^2= —= Gl\ + Bl\ , 
und man erhält die Bewegungsgleichungen: 



12) 



(CTj+ßr,) + TFj 



y- dAj d 

^ " ÖA; ■" 2 dk 2 dk ^^dk' 



Hier sind die L die Kräfte, welche die beiden cy Mischen 
Coordinaten zu vergrössem suchen, K dagegen die Kräfte, 
welche irgend einen der Parameter k zu vergrössem streben. 
Fj und TTg aber ist der Gesammtbetrag der Bewegungshinder- 
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nisae, welche bei Veränderung der ersten, resp. der zweiten 
cyklischen Coordinate auftreten. Es wird vorausgesetzt, dass 
der Mechanismus, welcher die Bewegung von den Antriebs- 
punkten auf die einzelnen Massen überträgt, ohne Bewe- 
gungsbinder nisae ist und nur die Bewegung der Antriebs- 
punkte selbst solche erfährt, so dass W^ bloss Punktion 
der Bewegung des ersten, W^ des zweiten Antriebspunktes 
ist, nicht aber die Bewegung des ersten Antriebspunktes 
auch auf W^ von Einfluss ist, oder umgekehrt, 

88. Diese Gleichungen sind ganz allgemein. Wie immer ^ 
die Massen beschaffen sein mögen, deren Bewegung uns als 
elektrischer Strom erscheint, wie complicirt auch ihi'e Ver- 
bindungen seien , wie immer der Cbai'akter dieser Be- 
wegungen selbst gestaltet sein mag: wenn es nur cyklische 
sind, die den Grundprincipien der Mechanik geboreben; 
jedes Mal müssen sie die obigen Gleichungen erfüllen, welche 
ja eine unmittelbare Consequenz jener Grundprincipien sind. 
Doch um uns den physikalischen Sinn dieser Gleichungen 
möglichst zu veranschaulichen, wollen wir zunächst ihre 
Anwendung anf specielle Fälle zeigen. Wir könnten da 
Plüsaigkeitsströme in in sich zurücklaufenden Kanälen, 
Prozesse, wo stete Verdampfung und Wiedercondensation, 
chemische Verbindungen und Dissociation, Elektrolyse etc. 
stattfindet, wählen. Doch wird es sich offenbar empfehlen, 
zuvörderst ein denkbar einfaches Beispiel zu betrachten. 
Zwei von einander unabhängige nebeneinanderstehende Ap- 
parate, jeder so beschaffen, wie der in Fig. 1, Art. 17 dar- 
gestellte, würden den Bedingungen, die wir jetzt aufstellten, 
genügen; allein da würden gerade die Glieder, welche das 
Zusammenwirken beider ausdrücken und auf die es uns jetzt 
am meisten ankommt, fehlen. Deshalb wollen wir das fol- 
gende ideale Modell betrachten. 

39. Drei coaxiale Eöhren sollen übereinander stehen; 
passende Verjüngungen der mittleren sollen ein klein 
wenig in die oberste und unterste hineinragen und darin 
reibungslos drehbar sein, während die oberste und un- 
terste so getragen werden , daas sie keiner anderen 
Bewegung als einer Drehung um ilire Axe fähig sind (vgl. 
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r drei Röhren t 
, zu Unterst, wig in c 



le Masse, m, zu oberst, 
e genau wie die Masse 
der Fig. 1 Art. 17 beweglich und von einem Faden gezogen 
ist. Alle drei Fäden ragen aus der untersten Röhre her- 
vor. Die Distanzen der Massen von der Axe seien r,, t^, r,. 
Die oberste und un- 
terste Röhre sollen 
genau wie die Röhre 
der Fig. 1 dui'ch eine 
Kurbel drehbar sein. 
Das mittlere Rohr 
aber soll mit ihnen 
in derfolgenden Weise 
verbunden sein; Das 
oberste und unterst« 
Rohr tragen je eine 
zu ihrer Axe senk- 
rechte Scheibe , das 
mittlere aber eine zn 
seiner Axe senkrecht« 
Stange, an welcher 
eine zur Stange senk- 
rechte Scheibe dreh- 
bar befestigt ist, die 
die beiden anderen 
Scheiben berührt und 
darauf ohne Reibung 
und Gleitang rollt. 
Die Abhängigkeit der 
Bewegung des mitt- 
leren Rohres von den 
beiden anderen fin- 
det man leicht durch 
folgende Ueherleguug: Wenn das obere und untere Rohr beide 
um den gleichen Winkel im selben Sinne gedreht werdeu, 
so dreht sich dabei auch das mittlere Rohr im selben Sinne 
am den gleichen Winkel, die dritte Scheibe jedoch dreht 
sich dabei gar nicht. Wird dagegen das obere und untere 
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Eohr um den gleichen Winkel im engegen gesetzten Sinne 
gedreht, so dreht sich die mittlere Scheibe, aber ihr Mittel- 
punkt und daher auch das mittlere Eohr bewegt eich nicht. 
Wird daher das obere Eohr um einen beliebigen Winkel l^, 
daa untere im gleichen Sinne um einen beliebigen anderen 
Winkel l^ gedreht, so kann man sich die Sache immer so 
TorateUen, als ob zuerst beide Bohre im selben Sinne um 

1 Winkel {i^ + ^) : 2, hernach aber das obere wieder im 
selben Sinne um den Winkel (l^ —l^): 2 , das untere da- 

»en im entgegengesetzten Sinne um denselben Winkel 
{h~k) '■ ^ gedreht worden wäre. Nur der eratere Process 
dreht daa mittlere Kohr und zwar um den Winkel {l^ + Q : 2. 
Es ist also die Drehung und daher auch die Winkelgeachwiu- 
digkeit des mittleren Rohres immer das arithmetische Mittel 
aus der der beiden anderen. 

Wird also alles Uebrige ala massenlos vorauageaetzt, < 
Bo besteht daa System nur aus drei Masaen m^, m^, m^, 
und ist durch die beiden cyklischen Coordinaten l^, /, und 
die drei langsam veränderlichen Parameter r^, r^, r^ voll- 
kommen bestimmt. Die Geschwindigkeiten der Maasen sind: 

Es ist also in Formel 9 und 10 zu setzen; 

«1 = ^u «B = ^1 = 0, 6^ = ''ai ''s ~ h ~^3' ^! 
was liefert: 

oder wenn man noch behufs möglichster Vereinfachung der 

f Formeln die oberste und unterste Masse untereinander 

gleich (= m), die mittlere aber vier Mal so gross auuimmt: 

A = m (r,^ + T^^), B = m(r^* + r^^), G = mr^K 
Denken wir uns diese Werthe in die Formeln 12 eingesetzt, 
so erhalten wir also die Bewegungsgleichungen unseres Sy- 
stems. Wj, TFj sind die Kräfte, welche die Bewegungs- 
hindernisae der Drehung der obersten und untersten Röhre 
entgegensetzen (z. B. Reibung in den Lagern) , während alle 
anderen Bewegungen als frei von Bewegungsbindernisaen 
Torausgeaetzt werden. 
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40. Wir wollen zunäclist der oberen Röhre mittelst 
der oberen Kurbel eine beliebige vorgeschriebene Bewegung 
ertheilt denken und uns fragen, welche Kraft L^ dabei auf 
die untere Kurbel wirken muss, damit die untere Röhre 
stets in Ruhe bleibt. Da die untere Röhre sich nicht be- 
wegt, so ist l\ — o; aber dieselbe kann offenbar, wenn sie 
ruht , auch keinen Widerstand erfahren , weshalb auch 
W^ = o und 

ist. So lange daher die r unverändert bleiben und auch die 
Geschwindigkeit des ersten Rohres sich nicht ändert, wirkt 
auf die zweite Kurbel keine Kraft, wächst dagegen die Ge- 
schwindigkeit der ersten Röhre, so muss auf die zweite 
Kurbel, um sie ruhig zu erhalten, eine Kraft im gleichen 
Sinne wirken, deren Intensität proportional dl\ : dt und pro- 
portional dem Cofefficienten C ist (inducirte elektromotonsche 
Kraft). Fehlte jene Kraft, so würde sich die zweite Röhre, 
während des Wachathums der Geschwindigkeit der ersten, 
im entgegengesetzten Sinne drehen (inducirte Drehung). 
Entgegengesetzte gilt, wenn die Geschwindigkeit dei' ersten 
Röhre abnimmt. 

Einen gleichen Effekt hat aber bei constanter Dre- 
hungsgeschwiüdigkeit der ersten Röhre ein Anwachsen oder 
Abnehmen von C durch langsame Handhabung des r^ regu- 
lireuden Fadens. Im ersten Fall tritt eine entgegeng 
im letzten eine gleichsinnige Drehung der unteren Röhre auf, 
beide sind proportional l\ und dC : di. 

Die Analogie mit zwei elektrischen Strömen ist eine 
vollständige. A ist der Selbstinductionscoüfficient der i 
sten, B der der zweiten, C der wechselseitige Inductions- 
coefficient beider Strombahnen. 

Die Analogie geht noch weiter. Gemäss der letzten 
der Gleichungen 12 wirken auch Kräfte auf die Parameter, 
von denen die Wertbe von A, B, C abhängig sind (auf die 
Fäden). Die Intensität derselben ist fui- in A enthaltene 
Parameter l\^, für in B enthaltene Parameter l\*, für in 
C enthaltene aber dem Produkte l\t'i proportional und 
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superponirt sich für solche Parameter, die in mehreren der 
Grössen Ä, B, O vorkommen. Wenn l\ und t\ gleiohbe- 
zeichnet sind und heim Wachsthum deö Parameters 
wächst, Bo ist, um ihn constaut zu erhalten 
kraft nothwendig, die ihn zu verkleinern sucht. 

41. Dasselbe gilt auch von zwei elektrischen Strömen. 
Wenn bei Aenderung irgend einer Coordinate sich der Selbst- 
induotionscoefficient des ersten resp. zweiten Stromkreiaes 
ändert, wirkt darauf eine dem Quadrate der Intensität 
des ersten, resp. des zweiten Stromes proportionale ponde- 
romotorische Kraft; wenn aber der wechselseitige Induc- 
tionscoefficient Funktion dieser Coordinate ist, so wirkt dar- 
auf eine dem Produkte heider Stromintensitäten proportio- 
nale Kraft; ändern sich endlich bei Veränderung der Coor- 
dinate mehrere dieser Coefficienten gleichzeitig, so addiren 
sich auch die betreffenden Kräfte. 

Wir genügen also nur dann der Erfahrung , wenn wir 
annehmen, dass die Stromintensitäten in der That den Ge- 
schwindigkeiten l' der Antrieb spunkte proportional sind. 
Oder besser gesagt, wir definiren die Stromintensität so, 
dass die erstgenannten Kräfte ihj-en Quadraten, die letzt- 
genannte aber ihrem Produkte proportional werden. Wir 
denken uns einen ein iur alle Mal unveränderlichen Strom 
gegeben und in die Nähe einen beweglichen Sti'omleiter 
gebracht. Wollen wir die Intensität zweier anderer elek- 
trischer Ströme mit einander vergleichen, so schicken wir 
durch jenen Stromleiter zuerst einen Strom von gleicher In- 
tensiföt, wie der erste; dann einen Srom von gleicher In- 
tensität wie der zweite. Das Verhältniss der ponderomo- 
torischen Kräfte, die derselbe (natürlich immer die gleiche 
Gestalt und relative Lage zum ersten Strom vorausgesetzt) 
in dem einen und anderen Falle erfährt, giebt das ge- 
wünschte Verhältniss der Stromintensitäten, Dieses Ver- 
fahren fällt übrigens, wenn man permanente Magnete als 
Aggregate unveränderlicher Molekularströme aufEasst, mit 
der Strommessung durch die Tangenten bussole zusammen. 
Vorausgesetzt ist dabei natürlich noch, dass man durch 
Elektrolyse oder eine andere Wirkung die Gleichheit des 
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Stromes im beweglichen Stromleiter mit je einem der zu ' 
messenden constatiren kann. 
a«u 42. Wolteii wir eine Einheit der ätromintenBität < 

inip,- finireu, so ist es bei unserem augenblicklichen Standpunkte 
nicht gut , von dem Begriffe eines | 
permanenten Magnets auszugehen. Wir i 
denken uns vielmehr zwei sehr lange 
parallele Ströme in der Entfernung a 
Fig. 5. Sei dx ein Element des einen, 
dx' eines des anderen Stromes, r deren 
Entfernung, i, % die im magnetischen 
Maasse gemessenen Stromintensitäten, so 
ist die Anziehung der beiden Elemente 
nach dem Ampere'achen Gesetze, wenn j 
beide sich in atmosphärischer Luft be- 
tinden: 




14) ,.. 






[2 cos {dx, dx') — '6 cos (r, dx) cos {r, dx')]. 



Sucht man die Componente q dieser Kraft senkrecht zu den 
beiden Strömen und substitiiirt für die Cosinus ihre Werthe, 
80 findet man, wenn x die Entfernung des Elementes dx 
von der Projektion des Elementes djf auf den Stromleiter, 
dem dx angehört, bedeutet: 



ii'adxdx'i-^ '■ 



i adxdx' 



Die gesammte Kraft Q, welche der eine Draht auf die Län- 
geneinheit des zweiten ausübt, findet man, wenn man be- 
züglich dx von — oo bis +C3D integrirt und dx'— 1 setzt. 
Wegen 



ergiebt sich 



0-: 



Wir wollen uns also die beiden sehr langen Drähte, in dem 
Normalmedium (atmosphärischer Luft) befindlich, von zwei 
Strömen von der gleicben Intensität durchflössen und letz- 
tere so gewählt denken, dass, wenn sich die Drähte in 
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I der Entfernung eines CentimeterH befinden, jeder aui die 
Längeneinheit des anderen gerade die Anziehungskraft zweier 
Dyne ausübt. Für einen Sti-om von solcher Intensität 
setzen wir i' = 1 , dann können wir für beliebige Ströme i 
durch eine Zahl ausdrücken und wissen, dass wir uns mit 
dem sonst als magnetischen Sti-ommaaese bekannten Maasse 
im ToUem Einklänge befinden. 

43. Wir betrachten nun einen einzigen unveränder- '■ 
lidien Strom von der Intensität /' (wie wir bereits sagen j'o« 
dürfen). «><>■. 

Für diesen ist nach Grleichung 8: X. = W. Die wäh- 
rend der Zeit Sl geleistete Arbeit ist; LSl—Wl'Sl; die in 
der Zeiteinheit geleistete Arbeit ist also Wl'. 

Wenn dieser Strom sonst keinerlei Arbeit leistet, rauss 
dieselbe als Wärme auftreten. Wir nehmen nun als aus 
der Erfahrung gegeben an, dass unter diesen Umständen 
die erzeugte Wärme in Arbeitsmaass gemessen gleich oil'^ 
ist, wobei tu eine Constante der Leitnngsbahn ist, welche 
wir den im magnetischen Maass gemessenen Widei-stand 
nennen. Durch Messung der bei gemessener Strominten- 
sität in einem Leiter auftretenden Wärme kann derselbe 
immer experimentell bestimmt werden. Damit der obige 
Ausdruck .hiermit im Einklänge sei, muss 
15) W= (Ol', 

also die Gegenkraft der Bewegungahindemisse proportional 
der Stromintensität oder der Geschwindigkeit l' des An- 
triebspunktes sein. Es wäre passender, die Constante m 
als den Wideretandscoefficienten oder den Widerstand be- 
zogen auf die Stromeinheit zu bezeichnen, da er ja mit l' 
multiplicirt werden muss, um den thatsächlichen, von den 
Bewegungsbinderniasen heratammenden Widerstand IV" zu 
liefern.') Es ist aber üblich, a kurz als den galvanischen 
Lei tnngs widerstand zu bezeichnen. 

44. Mit Rücksicht auf 15 liefert die erste Gleichung c 
[ des vorigen Artikela m^ 



Qes. 



') Eine ähnlicbe Bemerkung hat Hchou Hankel gemaclit, sttcliH. 
V. 14. Nov. 1889, S. 383; Wied. Ann. 1880, Bd. 39. S. 369. 
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woraus id bekannter Weise L jedesmal experimentell 
stimmt wordeD kann. Wir sind also in vollster Ueberein- 
stimmung mit der Erfahrung, wenn wir L als die elektro- 
motorische Kraft, in magnetischem Maas se gemessen, definiren, 
und zwar ist L die äussere, durch galvanische Elemente, 
Tbermoelektricität etc. gelieferte elektromotorische Kraft, 
während die elektromotorische Kraft der Induction durch 
das erste Glied der rechten Seite der beiden ersten Glei- 
chungen 12 dargestellt wird. 



Fünfte Vorlesung. 

Bewegungshindernisse im Dielektricum. Zwei 

Stromkreise mit Condensatoren. Messung der 

übrigen Grössen, 



■ 45. Wir kehren nun zu unserem Modelle zurück. Da- 

mit für dasselbe die Gleichung 15 gelte, müssen wir an- 
nehmen, dass der Widerstand W nicht von einer Reibung 
der obersten und untersten Röhre in ihren Lagern herrührt, 
sondern etwa von Windflügeln, die sich so in einem wider- 
stehenden Mittel bewegen, dass sie einen ihrer Geschwindig- 
keit proportionalen Widerstand finden. Um aber voUtom- 
mene Allgemeinheit zu erzielen, muas hierzu noch ein an- 
derer Widerstand kommen. 

46. Wenn nämlich die Stromleitung irgendwo auf- 

, geschnitten ist, und die beiden Enden mit den beiden Be- 
legungen eines Condensators verbunden sind, so lehrt die 
Erfahrung, dass dem Strome ein Widei'stand entgegenwirkt, 
welcher der Ladung des Condensators proportional ist; diese 
ist wieder dem Integralstrome 

fidt^l 
proportional. Es muss also dann W noch ein zweites Glied 
i9i enthalten, wobei & eine neue Constante ist, deren reci- 
proken Werth wir als die im magnetisci 
sene Capacität des Condensators bezeidmen. 
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Am Modelle könnte dieser Widerstand in folgender 
Weise dargestellt werden. Wir denken uns das eine Ende 
A einer elastischen Schnur an dem obersten resp. untersten 
Itohre, dessen Querschnitt ia Fig. 6 durch den grossen Kreis 
dargestellt ist, das an- 
dere Ende (im unaufge- ^'S- ^■ 
wickelten Zustande ohne 
Spannung) an einem in 
gewisser Entfernung be- 
findlichen Fixpunkte B 
fest gemacht. Die ela- 
stische Schnur läuft un- 
mittelbar am Rohre rei- 
bungslos zwischen Kwei sehr kleinen Rollen hindurch. Bei 
Drehung des Rolu'es wickelt sie sich auf dasselbe auf und 
übt vermöge ihrer Spannung auf das Rohr eine der Drehung 
entgegen wirkende Kraft aus, welche dem Drehungswinkel 
proportional ist. 

47. Es muBs hier bemerkt werden, dass durch Ein- ■''^JE^^' 
führung des Widerstandes &l die Bewegung aufhört im ••«^'.urfah 
strengen Sinne cyklisch zu sein, da ja die Aufwindung der ela- 
stischen Schnur auf die Axe kein cykli scher Vorgang ist; allein 
da ausser diesem Vorgang alle übrigen Bewegungen cyklisch 
sind und genau so verlaufen, wie sie bei blossem Vorhanden- 
sein des Wideretandes ail' sich abspielen, so kann wohl kein 
Zweifel bestehen, dass unsere Gleichungen anwendbar bleiben. 

Dieselbe Annahme muss natürlich auch für die Elektri- 
citÄtsbewegung in Dielektricis gemacht werden. Diese ist 
selbs verständheb wieder eigenthch nicht cykhsch, da sie nur 
kurze Zeit in gleich gerichtetem Sinne bestehen kann, wenn 
nicht das Dielektricum unendlich stark polarisirt werden soll. 
Allein wir nehmen an, dass sowohl die Bewegung im Innern 
des Dielektricums als auch die dadurch erzeugte Bewegung 
imgebenden Aether (nur während kürzerer Zeit) genau so 
geschieht, wie sie in einem Leiter dauenid in vollkommen 
cyklischer Weise vor sich geht. Es wird dies zur Folge 
haben, dass mit Ausnahme des veränderten Ausdrucks für W 
auf beide Fälle dieselben Gleichungen anwendbar sind. 



48. Netunen wir an, ea sedes sowohl an der oberen 
o- als anch an der onteren Röhre sowohl Windäügel als aach 
eine elastische Scbnnr befestigt, so Uaten die Bewegnngs- 
gleichnngeu unseres Systems: 
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Genan dies sind aach die 61eichangen Hlr 2 Strom- 
kreise mit den Stromintensitäten l\ «nd ^, and den Wider- 
ständen (»j nnd o)j, wenn in jedem derselben ein galvani- 
sches Element von der elektromotorischen Kraft Z,, resp. 
Lj und ein Condensator von der Capacität I : ö-, resp, 1 : &^ 
eingeschaltet ist.') A, B sind die Selbst-, ü der wechsel- 
seitige Isdoktionscoi^fficient der Stromkreise. Es mnss als 
ein Vorzug der Maxwell'schen Theorie bezeichnet werden, 
dasä wir diese fOr die Praxis so wichtigen Gleichungen, 
welche sonst erat als Conseqaenz der gesammten Theorie 
der Elektrodynamik und Induktion auftreten, gleich zu An- 
fang aus den wenigen beigezogenen Erfahmngsthatsachen 
und Hypothesen erhalten. Die grosse logische Schärfe der 
Maxwell'schen Theorie äussert sich eben darin, dass wir 
nicht alle Erfahrungsthatsachen auf einmal voranzustellen 
brauchen, sondern jedesmal bei Hinzuziehung einer neuen 
Thatsache sogleich alle Resultate gewinnen, welche sich aus 
den bisher beigezogenen Erfahrungsthatsachen überhaupt 
folgern lassen. 

Die Gleichungen 16 könnten mit der grösaten Leich- 
tigkeit auf ein System von mehr als 2 Stromkreisen aus- 
gedehnt werden, sie erschöpfen dann vollständig die Theorie 
der Seibatinduktion , wechselseitiger Induktion und elektro- 
dynamischer Wechselwirkung, so lauge die Stromschwan- 



') Thomson, phil. mag. (4), 5, S. 393; Helmlioltz, Pögg. Ann. 
88, S. 50&, 91, S. 258, 427; Wiedemann, Lehre von der Elektr. 
IV, Bd. 8. 1G6. 
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^^H kimgea so langsam sind, dass die Stromiatensität zu einer 
^^H gegebenen Zeit in allen Längen- und Querschnittelementen 
^^B je eines geschlossenen Stromleiters gleich vorausgesetzt 
^^H werden kann. Tim sich aber von dieser Beschränkung frei 
^^B zu machen, um die Abhängigkeit der Coefficienten Ä, B, C 
^^H von den Abmessungen der Drähte, endlich um die Elektri- 
^^^ citätsbeweguiig in körperlieh ausgedehnten Leitern zu finden, 
^^H ist die Zuziehung weiterer Erfahrungsthatsachen erforderlich, 
^^1 -welche wir auf eine spätere Vorlesung versparen wollen. 
^^H 49. Die vollkommene Identität der Gleichungen für ^^^'TL 

^^H unser mechanisches System mit denen für 2 Stromkreise, '" ■*"■. ^">- 
^^H ist keineswegs etwa eine bloss zufällige, sondern vielmehr 
^^V eine im Wesen begründete, da ja sowohl unser mechanisches 

System als auch die beiden Stromkreise nach unserer Vor- ^H 

auasetzung genau derselben Klasse von Mechanismen an- ^^| 

gehören, wenn auch Hülfsmittel und Form der Ausflihmug ^H 

Idie denkbar verschiedensten sind. Aus dieser Identität des ^^| 

mechanischen Grundtypus ist auch die vollkommene Analogie ^H 

zwischen dem Ablaufe der elektrischen Oscillationen und ^^| 

der Bewegung höchst einfacher Mechanismen z. B. ge- ^H 

dämpfter Pendel erklärlich. ^^| 

Natürlich ist der Mechanismus der elektrischen Ströme ^^| 

nicht nur vollständig von solchen einfachen Mechanismen 
verschieden, sondern auch uns vollkommen unbekannt; wir 
haben also hier eigentlich die Theorie einer Bewegung auf- Thto^t dvr 
zustellen, deren Mechanismus uns ganz unbekannt ist, ja DcKigimg. 
vielleicht in einer uns noch ganz unvorstellbaren Weise von 
allen Mechanismen abweicht, die wii' aus festen Stangen, 
incompressibeln oder elastischen Flüssigkeiten, fernwirkenden 
Anziehungscentren u. s. w. eonstniiren können. 

Deshalb sind wir gezwungen, andere _ uns bekannte 
Mechanismen zur „dynamischen Illustration" nebenher zu 
betrachten, und wir sind überzeugt, dass alles, was noth- 
wendige Consequenz der Gmndgleichungen der Mechanik 
ist, nicht bloss von unseren Modellen, sondern ebenso auch 
von dem elektrischen Mechanismus gelten wird. 

So fremdartig daher auch die Theorie einer Bewegung 
erscheint, von der wir keine Vorstellung haben, so habe ich 
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doch schon am Ende der zweiten Vorlesung erörtert, dasa 
der XJntei'schied zwischen der Methode unserer Theorie und 
der vieler älteren Theorien vielleicht bei weitem nicht 5 
groBB ist, als es auf den ersten ÄDblick scheinen mag. 
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Es wäre einladend, sofort die praktische Anwendung 
der Gleichungen 16 in allen Details zu diskutiren und so 
auch die speciellen Anwendungen in unsere Vorlesungen auf- 
zunehmen, damit gerade dem Praktiker das Studium der 
alten Theorien, welche für den Theoretiker immer von 
grossem Interesse Weihen werden, ganz erspart bleibe. 
Allein dies ist hier nicht meine Absicht, ich muss also be- 
züglich der praktischen Anwendung auf die alten Lehrbücher 
verweisen; nur wenige für unsere Theorie unentbehrliche 
Anwendungen dieser Gleichungen sollen hier gemacht werden. 
Zuvörderst soll die Gleichung, welche das Princip der Er- 
haltung der Arbeit ausdrückt, aus den Gleichungen 16 ab- 
geleitet werden. 

50. Die Arbeit, welche durch die äusseren elektro- 
motorischen Kräfte, während der Zeit St in das System 
hineiü gesteckt wird, ist: 

Am Modelle ist dies die Arbeit, welche geleistet wird, 
während sich die beiden Kurbeln in der Zeit Si um die 
Winkel Slj und 31^ mit den Winkelgeschwindigkeiten l\ und 
Tj drehen und darauf die Kräfte Z.j und L^ in der Bewe- 
gungsrichtung derselben wirken. 

Substituirt man hier für Lj und L^ deren Werthe aus 
den Gleichungen 16, so erhält man eine Anzahl von Glie- 
dern, welche wir jetzt der Eeihe nach aufzählen und durch 
dem SQ heigefügte Indices unterscheiden wollen. Die mit 
den Faktoren w behafteten Glieder liefern: 
17) ÄOj = (<i)jl\^+a^r/)Sl. 

Diese Arbeit wird beim Modelle an den Windflügel 
Wärme umgesetzt und ist beim elektrischen Strome die 
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Joule'sche Wärme. Die mit den Faktoren & behafteten , 
Glieder liefern: h 

Ö, = i9-j l^ und 0j = &^ /g sind die Gegenkräfte der 
dielektrischen Polarisation. Diese Arbeit wird im Modelle 
auf Spannung der elastischen Schnüre, beiden elektrischen 
Phänomenen auf Erzeugung dielektrischer Polarisation ver- 
wendet. 

Die Gesammtsumme, welche alle übrigen Glieder liefern, 
kann als die Summe zweier Ausdrücke S Og und S Q^ dar- '' 
gestellt werden, indem man setzt: 



I 






3+ i\l\äc 

3 dk +'i'a 



dk. 



Dies ist am Modell derjenige Betrag der durch die 
Kurbeln in das System hineingeateckten Arbeit, welcher 
auf Hebung der an den drei Fäden angehängten Lasten bei 
Verschiebung der drei Massen tn^, m^, m^ verwendet wird; 
bei elektrischen Strömen derjenige Theil der von der 
Batterie gelieferten Energie, welcher bei sichtbarer Massen- 
bewegung die zur Ueherwindung der ponderomotorischen 
Kräfte erforderliche Arbeit leistet. Endlich setze man: i 



20) 
wobei: 



21) 



-i f 



ör 



SQ^ = ST, 



i'A) 



am Modelle die lebendige Kraft der drei Massen w(j, m^, 
?»j, bei den elektrischen Phänomenen aber die lebendige 
Eraft derjenigen Bewegung ist, welche in ihrer Gesammtheit 
den elektrischen Strom ausmacht und theils im durchströmten 
Drahte, theils im umgebenden Medium ihren Sitz hat. Wir 
wollen sie als die elektrokinetische Energie bezeichnen. 
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Wissen wir auch weder über das Bewegte noch über die 
Art der Bewegmig irgend etwas, so wissen wir doch, dass 
die lebendige Kraft dieser Bewegung einen bestimmten end- 
lichen Werth hat, den wir in einem vorliegenden Falle be- 
rechnen können, der bei Entstehung des Stromes aus der 
chemischen Energie des galvanischen Elementes oder aus an- 
deren uns bekannten Arbeitsquellen entnommen und beim 
Verschwinden des Stromes wieder in Wärme oder andere uns 
bekannte Energieformen zurtickverwandelt wird. Dies wird 
noch klarer an den speciellen Fällen, zu denen wir jetzt 
übergehen wollen, 
' 51. Sei nur ein Stromkreis ohne Condensator vorhanden, | 

seine Gestalt und die Lage etwa in der Nähe befindlicher 
Eiaenmaasen sei unveränderlich; dann liefern die Gleichungen 
16 für denselben; 

i^^^ + o,,.. 



Haben wir zu Anfang einen gegebenen constanten 
Strom /'= und lassen 2nr Zeit Null plötzlich die elektro' 
motorische Kraft aufhören, bd dass dann L=^0 wird, so folgt: 



Die Elektricität bewegt sich also wie eine träge Masse 
bei einem der Geschwindigkeit proportionalen Widerstand 
z. B. eine in einer Röhre strömende Flüssigkeit, nur daas 
ihre geaammte Trägheit auch von der Gestalt des Strom- 
leiters abhängt, namentlich durch spiralige Aufwicklung des- 
selben bedeutend vermehrt wird, was in dem Umstände be- 
gründet ist, dass das umgebende Medium an der Bewegung 
participirt. Natürlich muss sich, wenn die Bewegung der 
Elektricität aufgehört hat, deren anfängliche elektrokinetische 
Energie Ä.{l'''y: 2 (nach Gleichung 21) in Wärme verwandelt 
haben. In der That hat die erzeugte Wärme: 



-dt 



(vergl. Gleichung 17) diesen Werth. 




Experimentell kann am leichtesten durch den Impuls 
auf einen anderen bekannten Strom oder einen permanenten 
Magnet das Integral: 



/"'-4P 



bestimmt werden und hieraus kann, da T" und w ebenfalls 
experimentell bestimmbar sind, Ä gemessen werden. 

Wäre auch ein Condenaator in der Strombahn, so be- Mm 
käme man nach Aufhören der elektromotorischen Kraft die 
Gleichung : 

AI" + foV + d-l = Q, 
welche auch für die Schwingungen einer gedämpften Mag- 
netnadel gut. Nach dieser Gleichung wurden alle bisher 
beobachteten elektrischen Oscillationen von Feddersen bis 
Hertz') berechnet. Dieselbe kann zur experimentellen Be- 
stimmung von d- dienen, wobei wir noch das Prodiitt 
l't, wenn darin V — \ und t = 1 ist, vorläufig die magnetisch 
gemessene Elektricitätsmenge 1 nennen, natürlich ohne uns 
dabei weiter etwas zu denken. 

52. Es seien nun wieder zwei Strombahneu von un- U'" 
veränderlicher Gestalt gegeben; zu Anfang der Zeit aollen 
darin die Stromintensitäten l'^" und Z'^" bestanden haben. 
Da hören plötzlich die äusseren elektromotorischen Kräfte 
auf und es wird daher: 



I 



dt 



+ 'Ojl', 



:0, 



Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 



') Kirchhoff, Ueher die Beweg, d. El, in Drähten. Pogg. Ann. 
Bd. 100, S, 193, 351, 1857. Schiller, Pogg. Ann. 152, S. 535, 1874. 
L. Locena, Wied, Ann. 7, S. 161, 1879. Collcy, Wied. Ann. 26, 
S. 432, 1885, 28. 8. 1, 1886. Hieke, Wien. Ac. 96, S. 134, 1887. 
Oberbeck, Wied. Ana. a. a. Bd. 21, S. 139, 1884. Lodge, Uebar 
Inductionswaage, phil. mag. Pebr..lB80. Lodge, Hertzsche Schwin- 
gungen. Lnnd. phys. soc. Bd. 10, S. 150, 1B89. Leeher, Wien. Ac. 
Bd. 99, S. 357, 1890. 
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Die linke Seite ist die während dt entwickelte Wärme ; 
dieselbe wird also bloss auf Kosten der gesammten elektro- 
kiiietiBclien Energie erzeugt und ist gleich der Abnahme 
der letzteren während derselben Zeit, 

Integriren wir die letzte der Gleichungen 22 bis zu 
einer sehr späten Zeit, zu welcher l\, l'^ die Werthe l,\', 
l\' haben sollen, so erhalten wir: 

Um C zu bestimmen erhalten wir anfangs durch längere 
Zeit i'j constant gleich J'j", während im zweiten Stromkreise 
keine elektromotorische Kraft wirkt, so dass l'^" — ist. 
Dann entfernen wir plötzlich auch aus dem ersten Strom- 
kreise die elektromotorische Kraft und bestimmen experi- 
mentell den Integralstrom im zweiten Stromkreise _/ T^rfi 
über eine genügend lange Zeit erstreckt. Da nach einer 
solchen jedenfalls beide Ströme aufhören, so ist l\' = l'^' 
= also: 

C^'j" = m^l i\dt, 
woraus C experimentell bestimmt werden kann. 

Da wir nun auch alle Constanten experimentell be- 
stimmt haben, so herrscht über die Gleichungen volle 
Klarheit. Alle diese Consequenzen können daher schon 
aus den wenigen bis jetzt zugezogenen Thatsachen und 
Hypothesen abgeleitet werden. 




53. Die Gleichungen 16 gelten, falls 
Condensator und "Widerstand hintereinan- 
der in die Stromleitung eingeschaltet sind, 
wie Fig. 7 zeigt. Es ist dies die prak- 
tisch weitaus am häufigsten angewendete 
Schaltung; doch sind andere Schaltungen 
offenbar nicht ausgeschlossen. Es könnten 
z. B. in jedem Zweige Condensator und Wi- 
derstand nebeneinander geschaltet sein 
(Fig. 8). Dann hätte man eigentlich vier 
separate Zweige und es könyitc die Strom- 
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stärke, wenu die Capacität des CondenBators eine sehr 
grosse ist, in allen vier Zweigen Yerschieden sein. Doch 
erhält mau in verBcbie- 
denen speciellen Fällen '^' ^' 

Gleicliungen von der- 
selben Einfachheit, z. B. 
wenn in der Leitung 
von der Batterie zum 
Condensatorlndüktions- 
coefficient, "Widerstand 
und Capacität ver- 
schwinden. Bezeichnet 
man dann mit l\ und 
/'j die Stromstärken in 
den Zweigen , welche 
die Widerstände ent- 
halten und wo die elek- 
tromotorischen Kräfte 
der Induktion wie zahl- 
reiche, in je eine Windung eingeschaltete galvanische Ele- 
mente von kleiner elektromotorischer Kraft wirken, mit n, 
und n^ die Condensatorladungen, und mitL[. L^ die elek- 
tromotorischen Kräfte der Ketten, so wird: 




Eine noch complicii'tere Schaltung stellt Fig. 9 dar, in 
welcher bloss die gerad gebrochen gezeichneten Leitungen 
mit den Stromstärken m\ und m'j erheblichen Widerstand 
Wj, (w^; bloss die spii'alig gezeichneten, mit den Stromstärken 
l\ und Tj erhebliche Selbst- und Wechselinduktionscoeffi- 
cienten A, S, C haben sollen, n^, «^ sollen wieder die 
Ladungen der Condensatoren sein, und es kann ohne Be- 
einträchtigung der Allgemeinheit angenommen werden, dasa 
bloss in den gerad gebrochenen Leitungen und in den Lei- 
tungen zum Condeusator galvanische Elemente, in ersterer 
von den elektromotorischen Kräften M^, M^, in letzterer von 
Nj, JVg eingeschaltet sind. Dann gelten die Gleichungen: 
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Die Gleichungen für den zweiten Stromcomplex können 1 
hier wie oben der Symmetrie gemäss gebildet werden, da | 
derselbe genau wie der erste beschaffen ist. 

Am Modelle würden Gleichungen von der Form der zuletzt ] 
entwickelten gelten, wenn sich sowohl um die oberste als auch 
unterste Röhre eine Schnur I 
aufwickeln würde , welche | 
die Axe je einer beweglichen 
' Rolle trügen. Um diese liefe 
eine zweite Schnur {Fig. 10), 
Auf das eine Ende dersel- 
ben wirkte die äussere Kraft 
JVj, deren Zug sich eine 
elastische Feder entgegensetzte; auf das andere die äussere 
Kraft Jfj und ein der Geschwindigkeit des Schnurendpuntts 
proportionaler Widerstand. Um die Bedingungen auch fttr 
negative m' und n zu erfüllen, müssten die Schnüre auch 
unzüsammenschiebbar sein. 




Sechste Torlesnng. 

ische Ausführung der Modelle. 




54. Durch Aenderung von r^ oder r^ am Modell werden 
nur die Selbstinduktionscoefficienten Ä und B verändert. 
Bei Veränderung von r^ aber verändert sich nicht bloss 
der wechselseitige Induktionscoefficient C, sondern auch 
gleichzeitig A und B, da ja das mittlere Rohr von jedem 
der anderen mitbewegt wird. Es ist wünschenswerth, drei 
Antriebspunkte so herzustellen, dass bei alleiniger Bewegung 

ersten nur Ä, daher nur r^, bei alleiniger Bewegung 
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des zweiten nur B, daher nu. 
des dritten nur C wächst; 
dritten musa daher r^ wachst 
nehmen, dasa r,^ + r„* und r. 



j, bei alleiniger Bewegung 
alleiniger Bewegung des 
und r^ so ab- 
' constant bleibt. 



Es kann dies durch folgenden Mechanismus erreicht 
werden. In einem ebenen Messingbleche seien zwei auf- 
einander senkrechte in Figur 1 1 punktirte gerade Schlitze, 
die sich im Punk- 
te D schnei- ^ig. ii. 
den; darauf lie- 
gen zwei der 
Länge nach auf- 
geschlitzte Line- 
ale. Das Scheib- 
chen C ist an 
einem kurzen 
Stifte befestigt, 
der durch kleine 
LöcherbeiderLi- 
neale hindurch- 
geht, und im vertikalen Schlitze des Bleches beliebig gleiten 
kann. An diesem Scheibchen ist der mit m^ verbundene Faden 
befestigt; es dient als dritter Angriffspunkt und seine Distanz 
vom Punkte D heisse s. 

Die beiden Scheibchen A und B gleiten sowohl im 
horizontalen Schlitze des Bleches als auch in je einem 
Schlitze eines Linealea. Daran seien die beiden Fäden, 




j^^B kommt 
^^1 so 



welche zu den Massen wi^ und m, führen, in der aus der 
Figur ersichthchen Weise befestigt; sie gehen zuerst vom 
Scheibchen in der Richtung des horizontalen Schlitzes des 
Blechs fort, dann über eine am fixen Bleche befestigte 
Rolle, dann über je eine zweite ganz nahe am zuerst be- 
sprochenen Faden befindliche Rolle und endlich parallel 
diesem vertikal aufwärts, 

Sind die Längen der Fäden so regulirt, dass jede 
de in die Axe der drei Röhren zu liegen 
das betreffende Scheibchen nach D gelangt, 

sind die Bedingungen erfüllt: r^^ + r^ = AC^ und 
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rj« + rg^=jB(.'*. Ks ist also nur noch ein Mecliaüismua noth- 
wendig, welcher gestattet, bei miTeränderter Lage des 
Punktes C die Längen J^C und BC zu ändern und umgekelirt 
bei Constanz dieser Längen den Punkt G zu verschieben. 
Dies kann so realisirt werden: Vor dem beschriebenen 
Bleche befindet sich ein zweites paralleles und parallel zu 
sich seibat verschiebbares in der Distanz x vom ersten 
Bleche, Am Scheibchen C ist eine in die Richtung des 
Schlitzes des Lineales ÄC fallende nicht ganz bis A rei- 
chende und eine zweite senkrecht zu den Blechen nach 
vorn zu liegende niclit ganz bis zum zweiten Bleche rei- 
chende sehr enge Bohre befestigt, Vom Scheibchen A geht 
eine dritte Röhre aus in der Richtung A C, die in die erste 
etwas hineinragt. Vom zweiten Bleche aber eine vierte 
Röhre, die wieder in die zweite etwas hineinragt. Die 
vierte Röhre ist am Bleche so befestigt, dass sie stets senk- 
recht dazu bleiben muss, sich aber beliebig parallel zu sich 
selbst verschieben kann, Dnrch aUe vier Röhren geht ein 
biegsamer aber weder ausdehnsamer noch zusammenschieb- 
barer Faden, dessen eines Ende am Scheibchen A befestigt 
ist, dessen anderes aber gezwungen ist in der Ebene des 
zweiten Bleches zu liegen. Genau so ist das Scheibchen B 
mit einem hinter dem ersten Bleche in der Distanz y davon 
befindlichen dritten Bleche verbunden, x, y, x sind die 
Variablen, von denen jede nur einen Induktionscoefficienten 
ändert; x, y je einen Selbstinduktion 8 coefficienten; ver- 
ändert sich dagegen bei constantem x und y nur x, so 
ändert sich bei conatanten Selbstinduktionscoeöicienten nur 
der wechselseitige Induktionscoefficieut, 

Sind alle drei Röhren in Drehung begriffen, so wirkt 
daher auch auf die Variable x nur die l'^ proportionale 
Kraft, auf die Variable y nur die l\^ proportionale, endlich 
auf % nur die dem Produkte l\ l\ proportionale Kraft. 
Auf % wirkt also keine Kraft, wenn sich nur das obere 
oder nur das untere Rohr dreht, 

55. Diese idealen Modelle genügen vollständig unseren 

- Zwecken; sie sollen ja bloss zur Veranschaulichung nicht 

zur experimentellen Prüfung der abgeleiteten Sätze dienen. 
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Fig. 12. 



Trotzdem wirkt auch hier mächtig der Drang nach realer 
Existenz. Ea beschreibt Lord Rayleigh') einen zu' diesem 
Zwecke dienenden sehr einfachen Apparat, an welchem je- 
doch die Parameter nicht verändert werden können, was 
für uns gerade sehr wesentlich ist. Derselbe erwähnt auch 
einen Apparat des Laboratoriums zu Cavendish, der mir 
leider unbekannt ist. Ich liess zu gleichem Zwecke einen 
Apparat construiren , der wie ich glaube 
allen Anforderungen genügt. 

Ich beschreibe zunächst einen Apparat, 
welcher ein monocyklisches System darstellt. 
Eine cylindrische Röhre B, Fig. 12, in der 
ein cylindriacher Stab A steckt , ist von 
einem Ringe C umgeben, der mit zwei Schrau- 
ben D mit dem Stabe fest verbunden ist. Die ■ 
Schrauben gehen durch passende Schlitze der 
Köhre. Die Fig. 12 ist ein Querschnitt. Der 
Ring ist von einem beweglichen Hohlringe E um- 
schlossen und dieser von einer zweiten der 
ersten coaxialen Röhre F. Der Hohlring trägt 
zwei vis-ä-vis liegende kleine Zapfen m, die 
wieder durch passende Schütze der äusseren 
Röhre ü' hindurchgehen. Ist die innere Röhre 
fest und rotirt die äussere, so rotirt also der Hohlring mit, 
der massive, an der Stange befestigte nicht. Ohne die Ro- 
tation zu stören, können durch Aus- 
und Einschieben der Stange die Zapfen 
dabei auf- und abbewegt werden. Sie 
sollen deshalb die verschiebbaren Za- 
pfen heissen. 

Die äussere Röhre trägt noch zwei 
fixe Zapfen v. Je ein fixer und ein be- 
weglicher Zapfen aber tragen die bei- 
den via-ä-via liegenden Ecken (in Fig. 1 3 
wieder mit u und v bezeichnet) eines Parallelogramms, das 
ganz wie der Centrifugalregnlator einer Dampfmaschine eiu- 



Fig. 13. 




') Phys. Sog. of London Volnm. li>, p. -134. November 



gerichtet ist. [In Fig. 13 in der Seitenansicht gezeichnet.) Die ' 
Ebenen beider Parallelogramme sind parallel der Röhren- 
axe und auch zu einander und stehen um die Rohrdicke 
ab. Beide Parallelogramme tragen an beiden Enden je 
eine Masse vi nnd m', so dass also diese Massen ohne 
Störung der Rotation gehoben und gesenkt werden können. 
Dieser Apparat wurde nur ganz roh zur Erläuterung eines 
Eestandtheiles des Nachfolgenden ausgeführt, da die mit 
ihm auszuführenden Experiment« nicht von Belang sind. 

56. Wir brauchen nur drei derartige Apparate nach Art 
der Fig. 4 Art. 39 zu koppeln, so erhalten wir ein Bycikel, 
von dem Fig. 14 einen Durchschnitt und Fig. 15 eine per- 
spectivische Zeichnung zeigt. In Figur 14 ist, um Platz 
zu sparen, nur das mittlere Drittel gezeichnet. 

Das Stahlrohr B geht durch den ganzen Apparat und 
ist oben und unten getragen. Dasselbe wird durch zwei 
fixe darüber gesteckte kurze Rohrstücke G in drei gleiche 
Theile getheilt. Um jeden dieser Theile rotirt ein beweg- 
liches Messingrohr F. Die Reibung des obersten und un- 
tersten stellt die KrBfte W^ und W^ dar, wenn sie freilich 
auch ein anderes Gesetz befolgt. Zwischen dem mittleren 
dagegen und den beiden kurzen Rohratücken, sowie zwischen 
dem später zu beschreibenden fixen und rotirenden Ring im 
Innern dieses Rohres sind behufs möglichster Verminderung 
der Reibung Friktionskugeln K eingefligt, vrie sie bei den 
Fahrrädern der Byciklisten üblich sind, um doch in einer 
Hinsicht der Namensvetterschaft der beiden Vorrichtungen 
gerecht zu werden. Durch das Stahlrohr B geht ein Stab 
A, welcher mit drei über das Stahlrohr gesteckten auf- und 
abschiebbaren, aber nicht drehbaren Ringen C (in Fig. 14 
nur der mittlere sichtbar) verbunden ist. Zwischen jedem 
derselben und dem ebenfalls am Stabe befestigten Stift S 
läuft je ein drehbarer Ring E, welcher den einen Befesti- 
gungspunkt w des Ceutrifugalregulators trägt Der nicht 
drehbai'e Ring C und der Stift S zusammen entsprechen 
dem in Figur 12 mit C bezeichneten Ringe. Sonst be- 
zeichnen gleiche Buchstaben in Figur 12 und 14 auch ent- 
sprechende Bestandtheile. Der Stift S und die Verbindungs- 
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(oder m', letzteres stellt eine 
Fig. la. 



■ 
■ 



schraube zwischen A und C gehen natürlich durch einen 
passenden Schlitz des Kohres B. Der unterste drehbare 
ßing und der Zapfen Vj (um 90 Grad verdreht i'^) der un- 
tersten beweglichen Köhre ^j ti-agen, ebenfalls genau wie 
in Figur 12 und 13, zwei Centrifugalregulatoren ; 
oben. An dem Zapfen 
um 90 Grad verdrehte 
Lage dar) des mittleren 
drehbaren Ringes E und 
V des mittleren beweg- 
lichen Rohres F aber ist 
ein anders beschaffe- 
ner Centrifagalregulator 
befestigt. Die Centri- 
fugalregulatoren sind in Figur 14 in zwei Lagen pnnkürt. 
Der mittlere derselben trägt viermal so grosse Massen und 
die Arme, welche die Massen tragen, sind senki'echt an den 
Armen des Parallelogramms befestigt. (Siehe Figur 16, wo 
immer gleich punktirte Linien ein fest verbundenes System 
von Stangen darstellen.) Bei Annäherung der Zapfen 
nähern sich daher die Massen der Axe. Zapfen m geht 
natürlich durch einen Schlitz des Rohres F. Man sieht 
leicht, dass dieser Mechanismus so beschaffen ist, dass r^ 
abnimmt, wenn r^ und r^ wachsen, und zwar erfüllt er die 
Bedingung: 

r^^ + '■3* — ''2^ + ''a* = conat. 
Durch Senken der centralen Stange wird r^, daher auch C 
vergröasert, ohne dass B uud A sich ändern. Dies ent- 
spricht der Vermehrung des wechselseitigen Induktions- 
coBfficienten ; also, wenn die obere und untere Röhre zwei 
Stromkreise darstellen, der Annäherung derselben. Auf 
zwei andere Antriebspunkte, durch welche die Selhstinduk- 
tionacoeffieienten geändert werden könnten, wurde verzichtet. 
An der oberen und unteren Röhre ist je ein horizontales 
Zahnrad, an der mittleren sind mittelst der Schrauben p 
zwei Stangen P befestigt, welche je ein vertikales Zahnrad 
tragen. Die vertikalen Zahnräder greifen mit einer koni- 
schen Verzahnung in die beiden horizontalen Zahnräder ein. 
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Die Verzahnungsstellen sind in Fig. 14 mit Z bezeichnet. I 
Durch diese Verzahnung wird derselbe Effekt wie in Fig. 4, 
Art. 39 durch Reibung der drei Scheiben erzielt. Die Zapfen 
m; dienen bloss, um die Centrifugalregulatoren bei Versuchen, 
wo ihre Winkel nicht geändert werden, auch an den Köhren 
F direct befestigen zu können. 

Die untere bewegliche Röhre F^ trägt (in Pig, 14 nicht 
sichtbar) eine, die obere F^ zwei horizontal liegende Rie- 
menscheiben. Seitwärts steht eine zweite parallele vertikale 
Axe, durch eine Kurbel drehbar, mit drei Riemenscheiben, 
welche nach Wunsch au die Ase geklemmt und losgemacht 
werden können. Eine ist mit der Riemenscheibe der unteren 
Röhre , die beiden anderen mit den beiden Riemenscheiben 
der oberen Röhre, jedoch so verbunden, dass sich oben das 
eine Paar gleichsinnig, das andere entgegengesetzt dreht. 

! 57. Mit diesem Apparate können folgende Experimente 

. ausgeführt werden: 

1. Man treibt bloss das untere Rohr; so lange die Ge- 
schwindigkeit wächst, dreht sich das obere entgegengesetzt; 
bei constanter Drehung des unteren steht das obere still; 
nimmt die Geschwindigkeit ab, so dreht sich das obere 
gleichsinnig. Diese Wii'kung ist grösser, wenn die centrale 
Stange ganz unten als wenn sie oben ist. 

2. Das untere Rohr wird mit constanter Geschwin- 
digkeit angetrieben, oben sind beide Riemenscheiben nicht 
geklemmt. Schiebt man die Stange rasch nach abwärts, 
vermehrt also den wechselseitigen Induktionscofefficienten, 
so dreht sich das obere Rohr entgegengesetzt; schiebt man 
die Stange aufwärts, so dreht es sich gleichsinnig wie das 
untere Rohr. 

3. Dreht man das obere und untere Rohr i 
Sinne, so wird die centrale Stange nach abwärts gezogen, 
was einer Vermehrung der Selbstinduktion, also einer An- 

r beiden Stromkreise entspricht, 

4. Dreht man das obere und untere Bohr entgegen- 
gesetzt, so wird die Stange hinaufgezogen. 

58. Dieser Apparat wurde von dem Mechaniker Herrn 
V, Gasteiger in Graz in vorzüglicher Weise ausgefübrt 
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und die Experimente an demselbeii gelingen vollständig; für 
die WerkzeicLnungeD und munche Hilfeleistung bei der 
Construktion bin ich Herrn Privatdocenten Dr. Paul Czer- 
mak in Graz, für die Beihilfe bei einigen nachträglichen 
Veränderungen und die Anfertigung sämmtlicher Zeich- 
nungen und Photographien für das vorliegende Buch Herrn 
Dr. Fomm, Assistenten der Physik in München zu Danke 
verpflichtet. 



Siebente Vorlesung. 

Polycykel. Begriff des Momentes. 



59. Um die Abhängigkeit des Induktionacoefficienten tvt. 
von den Abmessungen der Stromkreise zu linden, müssen ' 
wir natürlich jedes Längenelement eines solchen als ein 
kleines Monocjkel, um die Strömung der Elektricität durch 
räumlich ausgedehnte Körper zu ünden, jedes Volumelement 
als ein selbständiges Individuum , in welchem eine cy- 
klische Bewegung stattfindet, betrachten. 

Könnten wir dies in mechanischen Modellen zum Aus- 
drucke bringen, könnten wii' den ganzen Baum mit kleinen 
Modellen von der Natur der soeben betrachteten füllen und 
die Wechselwirkung aller überblicken: Wir könnten uns 
em anschauliches Bild alier elektiischeu und magnetischen 
Phänomene machen. Allein einen derartigen Mechanismus, 
von dem der in Maxwell's ei-sten Arbeiten angenommene, 
in sechseckige Zellen getheilte Aether eine Idee giebt, in 
Messing auszufüiren oder sich in der Vorstellung klar zu 
veranschaulichen, wäre gleich unmöglich. Hier verlassen uns 
alle Hilfsmittel bis auf die Analysis. 

60. Wir betrachten also jetzt dasallgemeinste cyklische p^is'v'^'^ 
System, in welchem die Position aller Massentheilchen durch 

I * + 1 cyklische Variablen l, l^, l^ . . . ly und beliebige 
langsam veränderliche Parameter !,\, k^ . . . k„ bestimmt ist. 




9i«tirar« Varlunng. 



ms an Stelle ^^H 



Der *M«»<»*'lw«** denrtige Fall ist der, dan wir ans 

«wei , jetzt p + 1 Stromkreise 

meo, d&ss die Schwanknngea der 

I langsam vor sich gehen, dass in jedem 

I za jeder beliebigen Zeit die Stromdichte 

, Uagen- und Qaersclmittselement gleich vorans- 

kann. Allein wir haben auch noch den 

I Fall ZQ betrachteD, dass die Stromintensität 

■nt zn Element wechselt. Es treten dann an Stelle 

4kr freschlossenen Stromkreise die einzelnen Stromelemente 

mtki f, r,, / j . . . /', sind die Stromintensitäten in den ver- 

«dtiedenen Elementen. 

61. Freilich kann Rtreng genommen wieder in einem 
nfKBzigeD Elemente unabhängig von allen anderen eine cy- 
h Mische Bewegung dauernd nicht bestehen; nur yerschwindend 
( kurze Zeit ist die Elektricitätsbewegung in einem Strom- 
J^fT^ elemente unabhängig von den umgebenden Elementen möglich. 
jJjJT^^^ Allein gerade so, wie wir von einem Dielektricum annahmen, 
dass daselbst durch kurze Zeit eine wesentlich gleiche Be- 
wegung stattfinden kann, wie sie im Leiter dauernd besteht, 
so wollen wir voraussetzen, daas auch bei rasch veränder- 
lichen Strömen die Bewegung in jedem Elemente noch den- 
selben Charakter hat, dass wir also auch auf sie die Glei- 
chungen anwenden können, die wir für geschlossene Ströme 
^nden. Genau genommen geht unsere Voraussetzung nur 
dahin, dass auch bei ihnen, wie bei geschlossenen Strömeni 
in dem Ausdrucke für die lebendige Kraft das uudiffe- 
renzürte l nicht eingeht. Das über die langsam veränder- 
lichen Parameter k, welche die Positionen der ponderablen 
Körper bestimmen , Gesagte gilt ja selbstverständlich jetzt 
ebenso wie früher, und andere Specialisirungen der allgemeinen 
Gleichungen der Mechanik haben wir bisher nicht eingeführt. 
Wir nehmen daher an, dass in den Stromelementen die 
gleichen, denselben Gleichungen unterworfenen Mechanismen 
thätig sind, wie in geschlossenen Strömen, wenn wir auch 
All' einzelne Stromelemente den experimentellen Nachweis 
hierfür nicht direkt liefern können, da in einem einzelnen 
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Elemente für sich eiu aDdauernder Strom nicht erhalten 
werden kann. 

62. Natürlich bleibt dabei die Frage, ob bei sehi- 
raschen (den Hertz'schen) Schwingungen nicht möglicher- 
weise der Einfluss solcher das undift'erenziirte l enthaltender, 
hier nicht berücksichtigter Glieder entdeckt werdeo könnte, 
eine offene nnd es ist gerade ein Hauptverdieiist der Max- 
well'schen Theorie, dasa sie zahh-eiche derartige Fragen 
aufwirft, welche zn neuen Experimenten anregen. (Jeden- 
falls musB sich die Elektricitätabewegung den hier abzu- 
leitenden Gleichungen nähern, wenn die Schwingungen nicht 
allzu rasch sind). 

63. Mögen nun durch die j' -|- 1 cyklischen Variablen 
die Zustände ebenso vieler geschlossener Ströme oder Strom- 
elemente deünirt sein, jedenfalls werden wir nicht alle v+\ 
auf einmal überblicken können. Wir wollen daher von 
vorne herein nur eines davon ins Äuge fassen und die 
Wirkung aufsuchen, welche gerade auf dieses Eine ausgeübt 
wird. Wir wollen das ins Auge gefasste kurz den Äufatrom 
nennen und darauf aollen sich die Buchstaben ohne Index 
beziehen. 

Alle übrigen sollen nur da sein, um das elektrische 
Feld zu deiiniren, in welchem sich unser Aufstrora be- 
findet und es soll gefragt werden, welche Wirkung das 
durch die übrigen Ströme definirte Feld gerade auf den 
ins Auge gefassten Aufstrom ausübt. 

64. Sei m'" irgend eine Masse des Systems, welches Lih. Ära/j 
wir jetzt als Polycykel bezeichnen, deren Geschwindigkeit 'sMi. 
■wieder? 

v'^a'V + b\l\ -ffc'j/'a . . + h\l\, (» = 1, 2, 3 . , ;>) 
Dann ist: 



- m'a'V (ftj'i\ -h ftj'i'j 



if und N aoUen Grössen sein, welche das V ohne Index 
\ sieht enthalten. Hiernach ist: 
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»=i »=i 

+ V ^mfa^{p^n\ + h^H\ + . . Kn\) + N 
1=1 

t=i «=iÄ=i 

Wir wollen nun vorläufig den Aufstrom, gleichgültig, 
ob wir uns darunter einen geschlossenen Strom oder ein 
Stromelement vorstellen, mit s, die Doppelsumme mit /(«), 
die einfache Summe mit Ä bezeichnen, also setzen: 

24) ^ = 2 ^' (^0^ «^(«) = ]^ 2 w'öi'6«Ä l\. 
so dass: 

25) T=^l'^+l'J{s) + N 

wird. Für zwei Ströme ist l, l^, J{s) mit dem identisch, was 
dort mit l^, l^ und V^ G bezeichnet wurde. 

wowm hängt 65. Die Grössc J{s) bezeichnen wir als das Moment 

eine« fiWe« uusercs Stromes s in dem gegebenen Felde. Diese Grösse 
ist offenbar abhängig: 1. Von der Natur des Feldes, also 
der Intensität und Lage sämmtlicher anderer Ströme. 2. Von 
der Gestalt und Lage des Aufstroms, aber nicht mehr von 
der Stromintensität in demselben, da ja V vor das Summen- 
zeichen herausgehoben wurde. Es ist also bei der Defi- 
nition des Begriffs des Momentes von der Stromintensität 
im Aufstrome vollkommen abstrahirt. Der Aufstrom ist 
dabei nur als eine im gegebenen Felde liegende geometrische 
Curve aufzufassen. 
^ouI^wmu^ Wir können in ein beliebiges Feld ein beliebiges Element 

menutund eiucr Curve legen. Wenn dieses Element ein Stromleiter 

einer Curve, 

wäre, würde ihm immer im Felde ein bestimmtes Moment 
zukommen, welches wir einfach das Moment dieses Curven- 
elementes im gegebenen Felde nennen. Jedem Curven- 
elemente kommt in jedem Felde ein bestimmtes Moment 
zu und nach dem Späteren kommt daher auch jeder unge- 
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Bclilosseneii oder gescMosseneü C'ui've ein Moment zu, welches 
einfach die Summe der Momente ihrer Elemente ist, 

66. Aber eins ist zu bemerken: Die Erfahrung lehrt, 
dass der elektrische Strom immer eine bestimmte Richtung 
hat. Um diese eindeutig zu deäniren, müssen wir eine 
bestimmte Richtung im Stromleiter s als positiv annehmen. 
Je nachdem die Strömungsrichtnng der positiven Elektricität 
mit derselben zusammenfallt oder ihr entgegengesetzt ist, 
ist dann l' mit dem positiven oder negativen Zeichen zu 
versehen. 

Aendem wir nichts, als dass wir die entgegengesetzte 
Richtung von s positiv wählen, so ändert sich daher nichts 
als das Zeichen vonT; daher bleiben auch in unseren Formeln 
alle Grössen unverändert; rnii- die Coefficienten a', welche 
mit der ersten Potenz von l' multiplicirt erscheinen, ändern 
ihr Zeichen, während alle Coefficienten h unverändert bleiben. 

Es folgt daraus, dass A und N unverändert bleiben, 
während J{s) lediglich sein Zeichen wechselt. Wir woUen 
dies letztere symbolisch dadurch ausdrücken, dass wir 
schreiben : 
26) /(-,)= -J(.). 

Diese Gleichung folgt übrigens schon daraus, dass 
durch die blosse Uebereinkunft, die entgegengesetzte Richtung 
von s als positiv zu wählen, sich unmöglich der Werth der 
lebendigen Kraft T ändern kann. Da aber hierdurch im 
Ausdrucke 25) nur i' sein Zeichen ändert, so muss auch 
dessen Coefficient J[s) das Zeichen wechseln, während A 
und N ungeändert bleiben. 

67. Wir finden nun für die elektromotorische Kraft, s 
die in unserem Aufstrome wirkt, wenn noch die Bewegungs- ;, 
hindemisse die Gegenkraft W ausüben nach Gleichung 8, 
Art. 36, den Werth: 



27) 



L = -^U+^- 



. ^M^ I dJ^s) 



+ W. 



Denken wir uns nun das Feld sammt seinen Ver- 
änderungen gegeben und betrachten bloss die elektromoto- 
rische Kraft L(s}, welche zur Ueberwindung des Wider- 



54 



Siebente Vorlesung. 



atandes und der durch die Veränderungen dea Feldes in 
unserem Aufstrome erzeugten Induktion erforderlich ist (d. h. 
bloss das 2. und 3. Glied der Gleichung 27. Wir betrachten 
also 1, nicht die Wirkung auf die anderen Ströme des Feldes, 
2. aber auch nicht die elektromotorische Kraft, welche der 
Aufatrom in sich selbst erzeugt und welche durch das erste 
Glied der Gleichung 27 ausgedrückt wird. Dann ist also: 
T i,\ - '^■^W 



28} 



■ w. 



Es kann übrigens das weggelassene Glied der Gleichung 27 
unter verschiedenen Verhältnissen an sieb schon gegen die 
übrigen vernacbläsaigt werden, so dass das mittlere Glied der 
Gleichung 27 überhaupt die gesammte im Aufetrome in- 
ducirte elektromotorische Kraft angiebt. Dies tritt ein: 
1. wenn die Stromintensität im Aufstrome sehr klein ist. 
Dann ist /' sehr klein und das erste Glied verschwindet 
gegen das zweite. Physikalisch ausgedrückt: der Aufstrom 
ist so schwach, dass er selbst nur verschwindend wenig zur 
Charakteristik des Feldes beiträgt; diese und daher auch 
die im Aufstrome indncirte elektromotorische Ki-aft rührt 
fast auaschliessHcb von den übrigen Strömen des Feldes 
her. 2. Dasselbe gilt aber auch, wenn der Aufstrom nur 
ein verschwindender Theil des Feldes, also nur ein Strom- 
element ist. Dann verschwindet, auch wenn die Strom- 
intensität darin beliebig ist, eo ipso die von ihm erzeugte 
Wirkung gegenüber der durch das ganze übrige Feld her- 
vorgerufenen und der in Gleichung 28 angegebene Werth 
von L(s) liefert die ganze elektromotorische Kraft L in s. 
68. Hat /' in mehreren sich aneinander scbliessenden 
Theilen eines Stromleiters denselben Werth, wie dies jeden- 
falls in einer geringen Zahl sich unmittelbar folgender 
Längenelemente desselben Stromes angenommen werden 
kann'), so ist offenbar dieGesammtkraftZ,(^s), welche durch 
das Feld in s inducirt wird, gleich der Summe ^L{s) der 
Kräfte L [s), die in den einzelnen Stromleitern wirken. Ist 



}) Diese Bedingung ist übrigens fiir die späterer 
niuht einmal nothwendig, da daa Moment J gar nirht ' 



ConBeqi» 



Moment einer Summe. 



J{s) das Moment eines solchen Theiles, J{2s) i 
des Inbegriffs aller Theile, so hat man: 



L(.) = - 



L{^s) = '- 



dt 



daher, da man jedenfalls annehmen kann, dass flir I = — oo, 
J{s) = J{2s) = o ist: 

29) J{2s) = 2J{s). 

Das Moment eines Inbegriffs mehrerer Stromtheile ist 
also die Summe der Momente der einzelnen Theile. 

Ist J[ds) das Moment eines Elementes ds und theilt man J 
dies noch in mehrere (m) kleinere gleich lange und gleich- 
beschaffene Elemente da, so kann das Moment jedes da 
gleich angenommen werden. Es ist also J{ds) = nJ{da), 
d. h. es ist J[ds) proportional der Länge ds, daher: 

J{ds) = Eds, 
wobei E eine endliche Grösse ist. Dies folgt übrigens auch 
schon daraus, dass nach äleichimg 29 das Moment eines j 
endlichen Stromes: 

30) J{b) =rj{d,) 

ist, wobei das Integral über alle Stromelemente zu erstrecken 
ist, was nur unter der Bedingung, dass E im Allgemeinen 
endlich ist, einen allzeit endlichen Werth liefert. 

69. Sei k irgend ein Parameter, welcher theils die . 
Position des Anfstroms, theils aber auch die solcher Körper ö 
bestimmt, in welche die vom Aufstrome erzeugte Bewegung 
übergreift. Natürlich wird möglicherweise auch noch die 
Lage anderer Ströme des Feldes durch diesen Parameter 
bestimmt sein. 

Die Kraft K, welche auf k von aussen wirken muss, 
um es constant oder in der durch die Gleichungen aus- 
gedrückten Weise langsam veränderlich zu erhalten, ist dann 
nach Gleichung 6, Art. 31: 

V'dÄ 



I 

SJd,. 



K^~Vi." 






Hier rührt das erste Glied von der Wirkung des Auf- 
stroms auf sich selbst, das letzte von der Wirkung her, die 
auf die übrigen Ströme des Feldes ausgeübt wird. Die 
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Wirkung des Feldes auf den Aufstrom, welche wir jetzt 
eiiinig und allein betrachten und mit A'(n} bezeichnen, ist 
(Idlier lediglich durch das zweite Glied bestimmt. 

Ist die Strom Intensität l' im Aufstrome sehr klein oder 
der Aufstrom nur ein unendlich kleines, daher verschwin- 
dendes Element des ganzes Feldes, so verschwindet das 
erste Glied, Es ist also dann die gesammte ponderomo- 
torische Kraft, welche in Folge der Wirkung auf unseren 
Aufstrom auf den Parameter k wirkt: 

31) ^W--'-^- 

Wenn sich alle Parameter k um Sk ändern, ist daher die 

gesammte Arbeit der pondero motorischen Kräfte 



32) 2^wä*_-2c-^"=-''M4 

Da alle Ströme in einander greifen und das Zusammen- 
wirken aller erst den Zustand des Feldes bestimmt, so lässt 
sich eigentlich nicht scharf unterscheiden, welcher Theil der 
auf k wirkenden ponderomotorischen Kraft von dem einen, 
welcher von dem anderen Strome herrührt, falls durch den 
Parameter k die Positionen mehrerer Ströme gleichzeitig 
bestimmt sind , allein wir wissen , dasa , wenn wir den 
Ausdruck 31 filr jedes Stromelement des Feldes bilden 
(wo das früher besprochene erste Glied verschwindet) 
und dann alle so gewonnenen Ausdrücke K{s) addiren, wir 
sicher die auf k wirkende Gesammtkraft richtig erhalten. 
In diesem Sinne eben wollen wir diesen Ausdruck als den- 
jenigen Theil der Gesammtki'aft betrachten, welcher von 
unserem Strome geliefert wird. Daraus folgt natürlich wieder t 
K{^s) = :2;E(s) und J{2s) = 2:j(a). 
KutiTokiTi^ 70. Gleiches gilt von der gesammten lebendigen Kraft 

gic da A<if~ oder, wie wir deutlicher sagen, von der elektrokinetischen 
in™., jjjjgrgje ^eg Systems; dieselbe ist: 

2 öi' "*■ a di\ "^ 2 ar, ■■■ 

Wir erhalten daher jedenfalls wieder die gesammte 

elektrokinetische Energie richtig, wenn wir den Ausdruck: 

V dT 
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für jeden der Sti-öme resp. jedes der Stromelemtäute des 
ganzen Feldes bilden nnd alle diese Ausdrücke zum Schlüsse 
addiren. Wir können jedem der Ströme gerade diese elek- 
trokinetische Energie l' 1:2 zuschreiben und wollen dies 
den Betrag nennen, welchen gerade dieser Strom zur elek- 
trokinetiachen Energie beiträgt, und mit T(s) bezeichnen. 

Dies ist freilich wieder in gewisser Beziehung will- 
kürlich, da ja die elektrokinetische Energie nur durch das 
Zusammenwirken aller Ströme entsteht. Es lässt sich also 
nicht strenge unterscheiden, welchen Beitrag jeder einzelne 
Strom dazu liefert. Aber soviel ist wieder sicher: wenn 
wir jedem Theile diese elekü-okinetiscbe Energie T(s) zu- 
schreiben und dann die allen zugeschriebene elektrokine- 
tische Energie addiren, so liefert die Summe die richtige 
Gesammtenergie des Feldes. Es ist also: 

Ist wieder entweder V sehr klein oder zählen wir die 
Elemente des Stromleiters einzeln auf, so dasa s ein ein- 
zelnes Element bedeut-et, welches für sich allein jedenfalls 
nur verschwindend wenig zum Gesammtcharakter des Feldes 
beitragen kann, so verschwindet das erste Glied und es bleibt: 



T{s] 
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71. Sei dasMoment irgend einer geschlossenen Corve s 
zu bestimmen , wobei natürlich eine ümkreisungarichtung / 
derselben als die positive gegeben sein muss. Wir denken 
uns eine beliebige ebene oder gekrümmte Fläche 0, deren 
Contur jene geschlossene Curve ist und zerlegen diese Fläche 
. in unendlich viele unendUch kleine Flächenelemente dx. 



Fig. n. 




f72. 

Da jede im Felde liegeade Curve ein Moment hat, so muas 
auch die Contur jedes Fiächenelementes dx ein bestimmtes 
Moment haben, welches wir mit ./(rfx) bezeichnen wollen, 
wobei natürlich jedes dx in demselben Sinne, wie s um- 
kreist werden muss. J(0) oder /J{dx) sei die Summe der 
Momente aller dieser in die Curve s eingezeichneten kleinen 
Conturen. Nach Gleichung 3U kann man aber die Con- 
tur jedes Fiächenelementes dx wieder in sehr viele Linten- 
elemente zerlegen und nach Gleicbung 
26 heben sich in der Summe fJ(dx) die 
Momente aller im Innern der Ourve s lie- 
genden Linienelemente auf, da jedes 
derselben einmal in dem einen, das an- 
dere Mal im entgegengesetzten Sinne 
doi-chlaufen wird; die Elemente aber, 
welche in der Contur der Fläche lie- 
gen, liefern zusammen J(s). (S. Fig. 1 7.) 
Es lässt sich also J{s), ebenso gut, 
wie durch das Linienintegral /J(ds) , auch durch ein Fiä- 
chenintegral darstellen. Es ist: 
34) J{s) = fJ(dx), 

woraus selbstverständlich folgt, dass J{dx) unendlich klein 
wie dx, also von der Form E'dx sein muss, wobei E' 
endlich ist, obwohl es, wenn als Linienintegral dargestellt, 
in der Form eines Integrals erscheint, das über eine Curve 
erstreckt ist, deren Länge klein von der Ordnung ds ist. 

Wenn .7(s) als ein über die Fläche fl^ erstrecktes 
Flächenintegral fE'dx ausgedrückt erscheint, soll es immer 
mit J{^*) bezeichnet werden, ein Werth, welcher natürlich 
alle Mal nur von der Contur der Fläche und dem 
Sinne, in welchem diese gezogen gedacht wird, nicht von 
der übrigen Gestalt der Fläche t/> abhängt. 
' 72. Wir betrachten dieselbe geschlossene Curve, wie 

im vorigen Abschnitte, beziehen sie #uf ein rechtwinkliges 
Coordinaten System und zerlegen sie in unendlich viele 
Curvenelemente ds. Jedes derselben ersetzen wir durch 
eine geradgebrochene Linie, deren drei Stücke dx, dy, 
dx parallel den drei Coovdinatenaxen sind, wäbi-end der An- 
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Fig. 18. 




fangspunkt des ersten und Endpunkt des letzten mit dem 
Anfangspunkte und Endpunkte von ds zusammenfällt. {In 
Fig. 18 für einen in einer der Coordinaten-Elteneu liegenden 
Strom gezeichnet). Den Inbegriff aller dx, dy und dx. 
nennen wir die geradgebrochene Li- 
nie s'. Sei s die Contur einer 
Fläche 0, s' die einer anderen 
Fläche 0', welche sonst überall mit 
<l> zusammenfallen , nur am Rande 
entsprechend der dort zu erfüllen- 
den Bedingung unendlich wenig ab- 
weichen soll. Es ist also dann: 

Nun weichen aber die beiden 
Flächen <f> und <t>' nur in Flächenelementen von einander 
ab, deren Summe einen unendlich kleinen Flächeninhalt 
liefert. Das Moment der unendlich kleinen Gurren, die 
aus den vier Elementen ds, dx, dy, dx bestehen, muss nach 
dem Bewiesenen unendlich klein, wie der davon umschlos- 
sene Flächenraum sein ; daher muss auch das Moment der 
GesammtHäche , um welche <U und 0' verschieden sind, 
unendlich klein sein und der Unterschied zwischen ^(0) 
und -/(</*') verschwinden. Geht man daher zu wirklichen 
Differenzialen über, ao wird J(0) = ,/{ffJ') und daher auch 

j(,) . ,/(,'). 

Bei Berechnung des Momentes kann also jedes Linien- 
element da ersetzt werden durch seine drei Projectionen 
dx, dy, dx auf die drei Coordinatenaxen. 

Sind die Momente dieser drei Projectionen Fdx, Gdy, 
Hdz, so ist also: 



35} 



J[ds) = Fdx -f Gdy + Hdz. 



73. Da das Moment nur von der Natur des Feldes 
und der Gestalt und Lage des Aufstroms abhängt, so können 
F, 0, H überhaupt nur mehr von der Natur des Feldes 
und der Lage des Punktos abhängen, durch welche das 
Element ds gelegt wurde. Man kann also von jedem Punkte 
des Feldes aus eine Gerade 91 ziehen, deren Projectionen 
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auf die drei Coordinatenaxen gleich den Werthen von F^ 
G und H in dem betreffenden Punkte sind. Diese Gerade 
nennen wir den Momentenyector des betreffenden Punktes 
und das Moment eines durch diesen Punkt gezogenen Linien- 
elementes ds ist dann nach Formel 35: 

36) J{d8) = ^d8 cos («, ds). 

74. Es soll jetzt speciell s die Contour eines unendlich 
kleinen Flächenelementes dx sein und J{dx) nach Formel 30 
und 35 berechnet werden. Damit keine Zweideutigkeit in 
der Bestimmung der XJmlaufsrichtung eintrete, soll unser 
Coordinatensystem so gewählt werden, dass die positive 
y-Axe durch eine solche Drehung auf kürzestem Wege in 
die Lage der positiven z-Axe übergeht, wie sie eine ge- 
wöhnliche rechtsläufige in der positiven X-Richtung in einer 
fixen Mutter fortschreitende Schraube macht, also fiir ein 
auf der positiven X-Seite befindliches Auge dem Sinne des 

XJhrzeigers entgegen. ^) 
^- 19- Dasselbe soU für die 

beiden anderen Coordi- 
natenaxen gelten, wenn 
X, y und x cyklisch ver- 
tauscht werden. Man 
erhält ein solches Co- 
ordinatensystem, wenn 
man die positive X- Axe 
nach vom, die positive 
F-Axe nach rechts, die 
positive ^Axe nach 
oben zieht. 

75. Liegt zunächst 
das Flächenelement dx in der a;^- Ebene Fig. 19, wo die 
^-Axe gegen den Beschauer hingerichtet zu denken ist, so 




~% X x+dx 



^) Maxwell schlägt' (treat. on el. vol. I art. 22) vor, dies ein 
Weincoordinatensystem zu nennen, da sich die Weinranke im selben 
Sinne windet, wenn die positive Goordinatenaxe die aufsteigende 
Stange ist. Das entgegengesetzt« heisst dann „Hopfencoordinaten- 
system." 



Stokee' SatE in des Ebene. 



fil 



I 



reducirt sich J{dx) auf f[Fiix) -f Qdy), was über die Contur 
von dx, die krumme Linie der Fig. 19 zu erstrecken ist. 

Sei Xf^ der kleinste Werth von x, welcher einem Punkte R 
dieser Contour zukommt, x^ der grösste der dem Punkte S 
zukommen soll, x und x -\- dx seien zwei beliebige Werthe 
von X, von denen der erste den beiden Punkten Ä und D, 
der letzte den beiden Punkten B und C der Contur zu- 
kommt. Dann ist: 



fpdx^fFdx -Jrdx 



wobei F" irgend einen Werth des F in dem oberen Theile 
der Contur bezeichnet. Fassen wir das auf das Längen- 
differenziale AB bezügliche Element des ersten Integrales 
mit dem auf das Läogendifferenzial DC des zweiten bezüg- 
lichen zusammen und ebenso das auf jedes Längendifferenzial 
bezügliche Element des ersten Integrals mit demjenigen 
Elemente des zweiten Integrals , das sich auf das vertikal 
darüber liegende Längendifferenzial bezieht, ao wird: 



fpdx - J{F - F) dx. 



Wird die Ordinatendifferenz je zweier vertikal über- 
I einander liegender Längendiö'erenziale mit i/ bezeichnet, 
l 90 ist: 



Da aber die ganze Contur nur unendlich klein ist, 
f 80 kannöi^: dy für jeden Punkt derselben constant betrach- 
I tet und vor das Integi'alzeichen gesetzt werden. Da ferner: 

/t]dx gleich dem Inhalte dx der von der Contur um- 

l achloBsenen Fläche ist, so hat man: 

Genau ebenso findet man: 
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daher: 
37) 



J[s) 



sioiM'SBd 76. Hieraus kann leicht der allgemeine Fall, daas 

dx beliebig im Räume liegt, abgeleitet werden. Wir legen 
• dann drei neue Coordinatenaxen (die der f , ij, ^, so dass die 

beiden ersten dem dx parallel, die letzte darauf senkrecht 
ist und sich gegen die angenommene Umkreisungsrichtung 
von dx so verhält wie die alte *-Aie zur Ueberflihnmg 
der positiven 3>Axe in die positive y-Äxe auf kürzestem 
Wege (daas die Umkreisungsrichtung eine Weindrehung um 
die positive ^-Richtung ist). Ausserdem sollen die drei 
neuen positiven Coordinatenaxen gegenüber den drei alten 
cougruent sein. (Es sollen wieder Weincoordinaten sein.) 
Ist wieder ä der Vektor, dessen Gomponenten F, G, H sind, 
so hat man zunächst: 

f{Fdx + ß|Ä)/ + Hdx) = fds% cos (2(, da) = f^Od^ + Wdr}), 
wenn und f die Gomponenten des Vektors 31 nach der 
neuen x- und y-Axe sind. Letzterer Werth ist aber nach 
dem soeben bewiesenen gleich: 

Ferner hat man bekanntlich, wenn die Gosinas der 
Winkel je zweier Coordinatenaxen nach dem heistehenden 
Schema bezeichnet werden: 



r. > » 
1 ^' f r 






7ß.l Vektor, Compooenten und G-leiehwtgen d. magn, Induct. 63 

Substituirt man dies ia den Ausdruck 38, so fällt 
dFidx, dG:dy und dß-.dz ganz heraus, die Grösse: 
da_ _dF 
dx dy 
erscheint mit {aß' — a'ß) dx = Y"dx = dv ^) multiplicirt, wobei 
dA, dp., dv die Projectionen von dx auf die drei Coordi- 
natenebenen sind. Fällt die Umkreis ungsrichtnng von dx, 
sobald 68 um einen spitzen Winkel in die y»-Ebene gedreht 
wird, mit derjenigen Drehung um zusammen, welche die 
positive i/-Äxe auf kürzestem Wege in die positive 5-Axe 
überführt, ist also y" positiv, so ist auch dv positiv, sonst » 
negativ zu bezeichnen. Da die übrigen Glieder des Ausdrucks < 
38 durch cyklische Vertauschung aus dem eben betrach- ! 
teten folgen, so ergiebt sich schliesslich: 

f J{s) = J{dx) = r{Fdx + Gr^s + Hdz) 
\ = adX + bdfi + cdv = SBiix cos (S, n) , wobei: 
40) 



39) 



" Sy 



dx 



aus einem uns noch freilich verborgenen Grunde die Com- 
ponenten der magnetischen Induktion genannt werden sollen. 
Die Gleichungen selbst sollen die Gleichungen der magne- 
tischen Induktion heissen, und zwar nach ihrer Ableitung 
die Stokes'scheu, (Das Wort Influenz wäre freilich im Ge- 
gensatz zur faradischen Induktion passender.) 99 ist der 
Vektor (Induktionsvektor), dessen Projectionen auf die drei 
Coordinatenaxen gleich a, b, c sind. Die nach derselben Seite, 
wie früher 0^ gerichtete Normale zu dx wurde jetzt mit n 
bezeichnet. Ümschliesst s eine endliche Fläche, so wissen 
wir bereits, dass J{a) die Summe aller J(dx) Flächenelemente 
derselben ist, also: 

J-(s) = f{Fdx + Ody + Edx) = fJ{dx) 
=f{adX + bdfi + cdv) -/arfxcos(SB, n). 
Will man diese Gleichung lieher rein geometrisch, aus 
der Gleichung 37 ableiten, so verfahre man wie folgt: Man 
constniire ein unendlich kleines Tetraeder, von dessen Kan- 
ten drei, die sich in der Spitze treffen, den drei Coordi- 
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') Kirehhoff, VorleBunEen über math. Phjaik 3, Anfl. S. 41 u. *2, 
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Fig. 20. 




natenaxen parallel sind; die gegeiiliberliegeüde Fläche des 
Tetraeders aei dx, die anderen drei Seitenflächen d}., d(i, 
dv. Man sieht sofort, da9s/(ix) = J{dl) + J(rf^) + J{dv)ist, 
da sich in der letzten Summe die Integi'ale über die in 
zusammenstosaenden Tetraederkanteu aufheben. Berechnet 
man J{di.), J{d/i.) und J{dv) nach Formel 37, so hat man 
sofort die Formel 39} für das Tetraeder. Man kann aber 
jede von irgend einer Curve s umschlossene 
Fläche <a in lauter Dreiecke zerlegen, welche 
die Eigenschaften des obigen Dreiecks dx 
haben (Fig. 20). Man lege unendhch viele 
Ebenen in unendlich kleinen Abständen pa- 
rallel der xy-Ehene. Diese aollen die Fläche 
der Reihe nach in den Curven G^, C^f 
Cg . . . schneiden. Durch einen Punkt P^ 
auf Cj lege man zwei Ebenen pai-allel der xz- 
und (/.^- Ebene; diese schneiden im Ver- 
eine mit der Curve C\ ein Dreieck aus der 
Fläche s aus; sie sollen die Ourve f7, in P^ und P^ schneiden. 
Man legt dann wieder durch P^ eine der yx-, durch Pg eine 
der u-Ebene parallele Ebene; schneiden diese die Curve C^ 
in P^ und P^, so legt man wieder durch P^ eine der xx-, durch 
Pg eine der )/a.-Ebene parallele Ebene u. s. f. So wird die 
Fläche in lauter Dreiecke von der gewünschten Form zer- 
legt und man erhält auch die Gleichung 41. 

Will man hinwiederum die Gleichung 39 ohne den 
Umweg über die Gleichung 37 ableiten , so lege man äx 
so im Eaume, dass die im oben definirten Sinne dazu ge- 
zogene Normale » mit den drei positiven Coordinatenaxen 
spitze Winkel bildet (Fig. 21). Man zeichne auch die Pro- 
jectionen dv und dX von dx auf die xy- und !/z-Ebene; 
endlich lasse man eine Ebene E parallel der 3:s;-Ebene fort- 
wandern; ihre 2/-Coordinate sei y^, wenn sie die Contur 
von dx zum ersten Male berührt, j/j wenn ihr Durchachnitt 
mit der Contur wieder aufhört; in zwei Zwischenlagen, die 
einander unendlich benachbart sind , aber habe sie die 
y-Coordinaten y und y + dij. Wir nennen daher diese Lagei 
kurz die Lagen y und y + dy. Die Ebene E schneide in 



J 



der Lage y die Contur von dx in den Punkten A und B. 
Es ist nun: 



jGdy^fiOB- G^)dy. 



Habe A die Coordinaten x, y. 
^ + li ^1 * — ^; so ist also: 



: dagegen B die Coordinaten 



S0.y = fji,y-fji.,. 



I 



Da fHdx und /"Ff/x durch cyklische Vertauschung gewonnen 
.werden, eo ist hiermit die Formel 39 erwiesen. Die For- 
mein 39 und 41 

gelten mit unverän- ^S- 21. 

dertem Zeichen für 
Hopfencoordinaten , 
wenn in denselben 
die Hopfendrehung 
als positive Drehung 
gewählt wird , d. h, 
also die Drehimg 
von der positiven x- 
Axe auf kürzestem 
Wege gegen die posi- 
tive ^-Axe (also von 
der positiven i-Axe 
gesehen im Sinne 
des Uhrzeigers; ent- 
gegen einer gewöhn- 
lichen Schraube, die 
in einer fixen Mut- 
ter in Hichtung der wachsenden s fortschreitet). Natürlich 
musB dann auch die Normale » so gelegt werden, dass, 
wenn sie eine Hopfenstange und üx der Erdboden wäre, die 
Drehung der Hopfenranke die gewählte Umkreisungsrichtung 
von dx wäre. Wir aber wollen uns, entgegen sonstiger 
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Müiicliener Art, hier unter Verschmähuiig des Hopfens stets 
an den Wein halten. 

Ich bemerke noch, dasa unsere Beweise rein geome- 
trische waren, dass also in Gemässheit der Gleichungen 39 
and 41 die Relation: 



42) 



\f[Fd. 



COS {««) 



(dF dB\ , , , 



. dz dy ) 



Fig. 22. 



stets besteht, wenn F, 0, H beliebige Funktionen von x, 
y, *, ferner dx ein beliebiges Flächenelement und n seine 
Normale ist und die Integration für Weincoordinaten wein-, 
für Hopfencoordinaten hopfeuwendig über die Contur von dx 
erstreckt wird. 

77. Da ich die vorliegende Theorie die Maxwell'sche 
nannte, muss ich es entschuldigen, wenn ich im folgenden 
von MaxweU's Wege abweiche. Dieser betrachtet nämlich 
nun sogleich den Magnetismus, wo- 
durch 68 den Anschein gewinnt, als 
ob derselbe als ein von der Elektri- 
cität verschiedenes Agens betrach- 
tet würde. Um jeden derartigen 
Schein zu vermeiden, wollen wir 
dagegen zunächst bloss von Sole- 
noiden sprechen. 

Wir dachten uns bisher die 
kleinen Ströme dx so angeordnet, 
dass sie mit ihren Conturen an- 
ein anderste SS en. Wir wollen jetzt 
eine andere, die perlschnur-, rosen- 
kranzartige oder solenoide Anord- 
nung derselben betrachten. Sei eine 
beliebige Curve SN Fig. 22 durch 
beliebig viele äquidiatante Punkte 
(Ä, B, C), von denen v auf die 
Längeneinheit entfallen, in sehr kleine Elemente dS—AB 
= SC... = 1:1- getheilt. Eine gleiche Zahl congruenter 




Soleuoide. 



Scbeibcheri von sehr kleinem (nicht vielleicht gerade unend- 
lich kleinem) Flächeninhalte rfx werde so angeordnet, dass alle 
senkrecht zui' Curve und ihre Schwerpunkte in A, B, C... 
liegen. Die Contur eines jeden Scheibchena werde von einem 
elektrischen Strome von der (für jedes Scheihchen gleichen) 
Intensität l's durchflössen, und zwar weinwendig, d. h. da 
wir uns die Curve SN (und ebenso ihre Längenelemente 
dS) von S gegen N gerichtet denken, dem Sinne des Uhr- 
zeigers entgegen, wenn das. Auge vom Punkte N auf die 
Scheihchen blickt. 

Das ganze System heisse das Solenoid S, welcher Buch- 
stabe zugleich die Länge der Mittellinie SN des Solenoides 
bezeichnet. Befindet sich dasselbe in einem beliebig ge- 
gebenen elektrischen Felde, so ist das Moment des Stromes, 
welcher ein Scheibchen umkreist nach Formel 39 d. vor. Art.: 

J{dx) = dx[acos{dS,x) + bcm{dS, y) + ccos(dS, z)]. 
Bezeichnet man die Projectionen des Elementes dS der 
Mittellinie auf die drei Coordinatenaxen mit dx, dy, dx., 
so ist wegen dS = l :v 

J[dx) = vdiciadx + bdy -{■ cdx). 
Das Moment des ganzen Solenoides ist nach Gleichung 29 
Art. 68: 

43) J{S) = vdxf{adx -Ar bdy + edz), 

wobei die Integration von dem 'Anfangspunkte S bis zum 
Endpunkte N der Mittellinie zu erstrecken ist. 

Es ist wichtig zu bemerken, dass a, b, c bloss von 
der Beschaffenheit des Feldes, in welchem sich das Sole- 
noid befindet, dagegen die übrigen Grössen bloss von der 
Beschafi'enheit des Solenoides abhängen, bis auf J. worin 
beiderlei Grössen gemischt vorkommen. Setzen wir: 

44) /{adx + bd'j -\- cdiC] = ip, 
also: 

dw . d<B Ba 

Bx' dy' dx' 

80 wird auch tp bloss von der Natur des Feldes, dem an- 
genommenen Anfangawerthe und, wenn es kein vollständiges 
Differentiale sein sollte, vom Integrationswege abhängen. 
Es ist dann einfach: J(S) = vrpdx. 

5' 
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'' ^uli^ '^^ Mulliplicirt man diesen Ausdruck mit — l'g und diffe- 

Aufi'Ki,i«i- rentirt partiell nach den Coordinaten, welche Gfestalt und 

uirtf iu:m, Lage der Mittellinie des Solenoides bestimmen , so erhält 
man nach Gleichung 31 Art. 69 die ponderomotorischen 
Kräfte , welche im gegebenen Felde auf das Solenoid wir- 
ken. Wir nehmen nun als durch die Erfahrung gegeben 
an, dass auf geschlossene Solenoide, d. h. auf solche, Mr 
welche die beiden Punkte N und S zusammenfallen, in 
einem homogenen Medium niemals eine Kraft wirkt, wenn 
die Ströme des Feldes nicht durch die Scheibchen des So- 
lenoides hindurchäiessen. Daraus folgt also, dass alle 
Differentialquotienten von y nach allen, Gestalt und Lage 
der Mittellinie bestimmenden Variabelu Null sind; dass <p 
tiir ein geschlossenes Solenoid eine von Gestalt und Lage 
der Mittellinie vollkommen unabhängige Constante ist. 

Wenn die Mittellinie des Solenoids nicht von den dem 
Felde angehörigeu elektrischen Strömen umschlossen wird, 
so muss diese Constante gleich Null sein. Denn dann kann 
das Solenoid, ohne Ströme des Feldes zu durchkreuzen, in 
unendliche Entfernung gebracht werden. Wir nehmen aber 
an , dass in unendlicher Entfernung jede Wirkung des Fel- 
des aufhört, dass also dort J, welches ja nach seiner De- 
finition die Wechselwirkung zwischen Feld und Solenoid 
misst und nur Glieder enthält, die von dem Zusammen- 
wirken beider abhängen, Nnll ist. Wäre das Solenoid ganz 
in einer von Elektricität durchströmten Schale eingeschlossen, 
so könnte ohne erhebliche Störung des Feldes in diese immer 
ein unendlich kleines Loch gemacht werden, durch welches 
das auf eine einzige Linie zusammengeschobene Solenoid 
hinaus und in unendliche Entfernung gebracht werden 
könnte. 

Wird dagegen die Mittellinie des Solenoids von einem 
oder mehreren Strömen des Feldes umschlossen, so kann 
dasselbe nicht ohne Zerreissung oder Durchkreuzung in 
unendliche Entfernung gebracht werden; dann braucht y 
nicht gleich Null zu sein, bleibt aber noch immer con- 
stant, wenn die Mittellinie ihre Gestalt beliebig ändert, 
80 lange nur keiner der Ströme des Feldes durchkreuzt wird, 
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Daraus folgt nach bekannten Sätzen der Theorie der 
Differentiatausdrücke , die besonders in der Theorie com- 
plexer Funktionen Anwendung finden, dass drp in jedem 
Baume, der nicht von den elektrischen Strömen des Feldes 
durchsetzt wird, ein vollständiges Differentiale ist und ip 
selbst eindeutig bleibt, solange nicht durch den Integra- 
tionsweg Ströme des Feldes umfasst werden. 

79. Ist das Solenoid ein ungeschlossenes, so werden ^S^'^^ 
also bloss Kräfte vorhanden sein, welche auf seinen An- """^ 
fangapunkt und Endpunkt wirken; auf alle anderen Va- 
riabein, weiche bloss den Verlauf der Mittellinie zwischen 
diesen beiden Punkten bestimmen, werden keine Kräfte 
wirken. Bezeichnen wir den Werth von ^ für den Punkt 
N mit keinem Index , den für den Punkt S aber mit einem 
Striche, so wird nach Gleichung 43 für ein homogenes 
Medium : 

j{S) - vi.(^~^y 

Sind X, y, x die Coordinaten des Punktes N und X, Y, Z die 
Componenten der auf diesen Punkt im Felde wirkenden 
Kraft und setzt man das Produkt 
46) vl'sdK^vi, 

so findet man also: 

öip -,~ 3^ ~ 9qo 

oder nach den Gleichungen 45: 
48) A'= -ma, Y= -mb, Z= - me. 

Dieselben aber gerade entgegengesetzt bezeichneten Aus- 
drücke gelten für das andere Ende S des Solenoides. 

Wir können jetzt N als den Nordpol des Solenoides 
und m als die Intensität dieses Nordpols bezeichnen. Es 
ist die Menge Nordmagnetismus, welche daselbst concentrirt 
gedacht werden müsste , um die Wirkung des Solenoids zu 
ersetzen. Eine gleiche Menge Südmagnetismus müsste na- 
türlich in iS concentrirt gedacht werden. Durch die Zahl 
m ist das Solenoid vollkommen charakterisirt. Alle Sole- 
noide, füi- welche m und die Lage der beiden Enden die- 
selbe ist, verhalten sich in allen ihren Wirkungen voll- 
kommen gleich. 
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80. Der FaU, wo die Mittellinie des Soienoida von 
elektrischen Strömen umschlossen wird, also 9/ mehrdeutig 
ist, bedarf einer näheren Erläuterung. Wir denken uns 
da zunächst einen unendlichen geradhnigen Strom (Fig. 23) 
AB von der Intensität (' und der Richtung von Ä gegen 
B und in der Entfernung r davon den Nordpol N eines 
Solenoides von der Intensi- 
^'B- 29. tat m , während sich der 

Südpol des Solenoidea in 
so grosser Entfernung be- 
findet, dass er keine be- 
merkbare Einwirkung er- 
fährt. 

Wh- nehmen als durch 
die Erfalirung gegeben an, 
dass die Ki'aft P, welche 
ein solcher Strom auf den 
Solenoidpol ausübt, erstens 
der Intensität des Stromes V, 
zweitens der Intensität m des 
Solenoidpols proportional, 
drittens der Entfernung beider r verkehrt proportional ist und 
viertens auf der Ebene -4ßjV senkrecht st«ht und ihrem Sinne 
nach durch die bekannte Auopere'sche Schwimmerregel de- 
finirt ist. Der Nordpol wird also weinwendig, d, h. wenn das 
Äuge von B aus darauf blickt, dem Uhrzeiger entgegen um 
den Strom hemmgedreht. Diese Gesetze wurden von Bio t 
und Savart (freilich für einen Magnetpol) experimentell ge- 
prüft. Wfr setzen daher, um mit Maxwell's Bezeichnung 
der Constante in Einklang zu bleiben: 
P= 2p.ml':r. 
Es ist nun die Arbeit zu berechnen, welche geleistet 
wird, wenn der Strom fix ist, aber der Solenoidpol eine 
beliebige geschlossene Curve NQBV Fig. 23 beschreibt. 
Sei NQ ein Element dieser Curve, N'Q' dessen Projection 
auf eine Ebene, welche durch einen beliebigen Punkt 
des Stromes senkrecht zu diesem gezogen ist und N' T± OJV'. 
Dann hat N'T die Richtung der Kraft P und es ist die 
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Arbeit, welche vom Solenoidpole auf dem Wege NQ ge- 
leistet wird: 

P X N'T= 2ftml' X 4:^N'0T. 
Beschreibt daher N eine geschlossene Curve, so ist die 
Arbeit gleich Null, wenn diese den Strom nicht umfasst, 
dagegen iiitml', wenn sie den Strom einmal weinwendig 
umschlingt. Es ist noch zu bemerken, dass dies die Arbeit 
ist, welche bei Bewegung des Pols in sichtbare lebendige 
Kraft oder in Arbeit gegen die die Bewegung verlang- 
samenden Aussenkräfte verwandelt, also der Energie des 
Mediums entzogen nnd durch die galvanische Batterie wieder 
nachgeliefert wird, die den Gegenindaktionsstrom m AB 
aufheben muss. 



Neunte Vorlesung. 

Elektrische Ströme in Körpern. 



81. Wir gehen nun wieder zur Betrachtung eines völlig sirsaunf >>» 
neuen Falles über, Wir setzten bisher immer nur lineare 
Stromfäden voraus. Wir wissen aber, dass auch räumliche 
dreidimensionale Körper von Elektricität durchströmt wer- _ 

den können; ja dass das letztere sogar der einzig praktisch ^M 

realisirbare Fall ist, der sich dem eines linearen Strom- H 

fadens nur mehr oder minder nähern kann. ^ 

In einem solchen räumlich ausgedehnten, von Elektri- »-srfah- 
cität durchströmten Körper hat aber die elektrische Strö- *''*"j?. 
mung an jeder Stelle eine bestimmte Richtung, und weder ibmf-dt, gr.- 
diese noch die Intensität der Strömung ändert sieh sprung- 
weise (höchstens mit Ausnahme verschwindend weniger 
Stellen), so dass wir für alle unmittelbar benachbarten 
Punkte Stromrichtung und Intensität im Allgemeinen gleich 
voraussetzen können. Wir können uns die Sache dann immer 
80 denken, als ob der Körper von unendlich vielen unend- 
lich dicht aneinander liegenden Stromiäden durchzogen 
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würde, deren jeder die früher i 
legten Eigenschaften besitzt. 

Wir legen durch einen Punkt P des Körpers ein un- 
endlich kleines Flächenelement dq Fig. 24 senkrocht zu 
den Stromfäden. Mdq sei die Zahl der Stromfäden , welche 
durch dq hindurchgehen, (' die Stromintensität in einem 
einzelnen derselben. Wir können 
also M als die Zahl der Stromfäden 
bezeichnen , die durch die Einheit 
des Querschnittes normal hindurch- 
gehen, oder besser gesagt, hindurch- 
gehen würden, wenn der Strömungs- 
zustand, der gerade im Punkte P 
herrscht, in einem endlichen Theile 
des Körpers gleichmässig herrschen 
würde. Das Produkt MC nennen 
) Stromdichtigkeit im Punkte P. Da wir uns den 
elektrischen Strom nicht nothwendig als Strom eines 
Fluidums denken, wollen wir es noch als eine beson- 
I. HypoiAw. dere Hypothese auffassen , dass mehrere unendlich nahe 

Snptrpoa, der ■' ' ' 

!?j^T?.-"' Parallele Strome einem einzigen äquivalent sind, dessen 
Intensität gleich der Summe ihi'er Intensitäten ist. Freilich 
wäre ohne diese Hypothese die Aufstellung von Formeln 
für räumliche Ströme kaum möglich. Theilt sich dann ein 
Büschel von Stromfiiden, die anfangs unendlich nahe waren, 
in zwei getrennte Büschel, so haben wir den Vorgang der 
Stromverzweignng. 

82. Wir denken uns nun einen Solenoidpol an die be- 
treffende Stelle gebracht und berechnen nach zwei Methoden 
die Arbeit A, welche derselbe leistet, wenn er eine beliebige 
unendlich kleine, in einer Ebene liegende, durch den Punkt 
P gehende geschlossene Curve rr in einer bestimmten Um- 
kreisungsrichtung durchläuft. Durch G-leichsetzung beider 
Werthe von A gewinnen wir dann drei Gleichungen. 

Die Arbeit, welche bei der Bewegung durch ein Längen- 
element d a der Curve geleistet wird, ist nach Formel 32 Art. 69 : 
49) A= -l\dJ{S), 

wobei dJ{S) die Veränderung ist, welche das Moment des 
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Feldes J{S] auf das Solenoid erfährt, wenn der Pol die 
Strecke da zurücklegt. Wir denken uns nun im Körper 
einen den Punkt P umschliessenden Cylioder Z construirt 
(Fig. 24), der zwar auch unendlich klein, aber unendlich 
gross gegenüber der Curve t ist. Seine Axe soll die Länge 
ds haben und parallel den Stromfäden sein, da soll sehr 
gross gegenüber den Querdimensionen des Cylinders und 
diese wieder sehr gross gegenüber der Curve <t sein. 

Wir theilen A in zwei Summanden B und C; B soU 
diejenigen Glieder der Gleichung 49 enthalten, die von 
allen ausserhalb des Cylinders liegenden Stromtheilen her- 
rühren, also die Arbeit darstellen, welche gegen die von 
ihnen ausgeübten Kräfte geleistet wird. C dagegen be- 
zieht sich auf die innerhalb des Cylinders liegenden Strom- 
theile. 

Wir können uns die Mittellinie des Solenoids dabei 
beliebig biegsam und ausserhalb des Cylinders Z bei der 
Arbeitsleistung A immer nur sich in sicli seibat verschie- 
bend denken. Dann wird also keiner der ausserhalb Z 
liegenden Stromtheile vom Pole umkreist; es ist keine Ver- 
anlassung zu einer Discontinuität oder Mehrdeutigkeit des 
Integrales 44 für diese Ströme vorhanden. Daher ist für 
sie Anfangs- und Endwerth von J[S) gleich und der Aus- 
druck 49 (vgl. Gleichung 43) über die geschlossene Curve rr 
iotegrirt liefert für sie den Werth Null. Es ist also B = o. 

Bei Berechnung von C aber kann man jeden innerhalb 
des Cylinders Z liegenden Stromfaden als Gerade und un- 
endlich lang betrachten. Es ist also nach dem am Schlüsse 
der vorigen Vorlesung Gefundenen die Arbeit ebenfalls 
gleich Null für alle Stromfäden, welche nicht durch die 
Curve a hindurchgehen. Für alle Stromfaden zusammen- 
genommen, welche hindurchgehen, ist die Arbeit 
50) C= A^iitfimUrdq. 

Man würde noch einlacher zum Ziele gelangen, weun 
man sich bei Ableitung dieser Formel auf neuere Versuche 
vonJoubin') beriefe, welcher direct die Kräfte eiperimen- 



') Joubin, Compt. rend. der Par. Äkai. I 
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teil bestimmte, die auf einen in dorchströmter Kupfersuifal- 
lösung tauchenden Magnetpol wirken. Da aber diese Ver- 
suche weniger bekannt sind und ihr Resultat auch vielleicht 
weniger zweifellos feststeht, so zog ich es vor, von den 
Versuchen Biot's und Savart's auszugehen. 
82, Wir bezeichnen nun die drei Grössen: 



61) 



<sil', x), i.' = lf/'cos(r, ;,), 

w = MUos(r,x), 
(wobei (' die Richtnng der positiven Sti-ömung ist, die mit 
der Cylinderaxe ds zusammenfallt), als die Componeuten 
der Stromdichte im Punkte P, femer den von der Curve t 
umschlossenen Flächeninhalt mit dx, endlich die Normale 
zu dieser Curve mit n. Der Sinn dieser Normalen ist wieder 
so zu wählen, dass die angenommene Umkreisnngsrichtung 
der Curve ff die weinwendige ist. Es ist dann: 
dq = dxcos{l', M) = rf«[cos{/', x)cos(m, x) + cos(l'j y)co& {n,y) 

+ cos(r, »)cob(m, «)]. 
Daher liefert Formel 50: 

52) Ä = 4nfimdx[ucos[n,x) + wco8(n, y) + w'C08(w, t)]. 
Nun wollen wir die Grösse A nach der zweiten Methode 
berechnen, indem wir die Kräfte X, Y. Z, welche auf den 
Solenoidpol wirken, den Gleichungen 48 entnehmen. Da- 
mals wurde (siehe Gleichung 46 und 47) gesetzt: 
, dJiSj _ ,. ,.ec 



X=-l's 



■■-isr- 



Die letzte Gleichung folgt aus dem am Schlüsse des Art. 64 
Gesagten. C ist die in der vierten und fünften Vorlesung 
so bezeichnete Grösse. Aus Gleichung 19 Art. 50 und dem 
unmittelbar nach ihrer Entwickelung Gesagten folgt, dass 
— Xdx — Tdy — Zdx die der elektrokinetiscben entnom- 
mene , in sichtbare verwandelte Energie ist. Substituiren 
wir in diesen Ausdruck die Werthe 48 und integriren wir 



über die Cui 



r gilt, 



, so erhalten wir: 
1 = mf{adx -f- bdy + cdi). 
■ bereits bemerkten, die Formel 42 Art. 76 
n darin F, Q, H beliebige Funktionen von 



83.] Stokee^Bche StromgleichxiDgei]. 

X, y, z Bind, so können wir daselbst auch a^ 
substituiren , und erhalten: 



A = «,dx Z 



+ 



Idb 






Setzen wir dies dem Ausdrucke 52 gleich und be- 
denken, dass die Gleichheit für ganz beliebige Werthe der 
Cosinus gelten muBS, so erhalten wir die drei Glei- 
chungen : 



53J 



"^"^e"« 



ey 



i^flV 



sb 



'''*"'= ei - ßi 



ey 



83. Ks handelt sich uoch dämm, auch die Bedeutung 
der übrigen Grössen bei der Strömung in körperlichen Lei- 
tern zu lixii'en. Wenn wir zunächst zur Gegenkraft der 
Bewegungshindernifise übergehen wollen, so haben wir strenge 
zwischen Leitern und Dielektricis zu unterscheiden. Da 
das Wort „Widerstand" leider zur Bezeichnung des mit a 
bezeichneten galvanischen Leitungswiderstandes gebräuchlich 
ist, so müssen wir uns wohl hüten, statt ,, Gegenkraft der 
Bewegungshin demi SS e" ebenfalls das Wort „Widerstand" 

') Das bisher Gesagte gilt nur im homogenen isotropen Medium. 
Eine an verschiedenen Stellen verschieden concentrirte Elsenchlorid- 
lÖeung giebt ein Beispiel eines inhomogenen isotropen Mediums. Ver- 
suche in solchen Medien liegen noch gar nicht vor. Am ersten kann 
mau noch aus den Grenzbediugungen , die für Trennungsflgchen zweier 
ver^hiedener Korper gelten, also gewissermaassea durch Umkehrung 
der Methode, welche die Grenzschichten als dünne, aher continuirliche 
Uebergänge betrachtet, auf das Verhalten solcher Medien einen Schluss 
ziehen. So viel ist sicher, dass geechloBsene Solenoide, welche auch 
im Innern von einem inhomogenen Medium erfüllt sind, ErSfte nacli 
Aussen ausüben würden und dass daher die einfachste Verallgemei- 
nerung unserer Gleichungen darin besteht, dass wir für solche Medien 
setzen: 

- g(e:>') S(b^^) _ ö(a:t,} öle:,,) 



M) 



e« 



e« " 



Bjb-.f,) gia^fi) 
Bx dy ' 
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ZU gebrauchen, weil sonst Verwechslungen dieser, wie schon 
im Artikel 43 auseinandergesetzt wurde , total verschie* 
denen Grössen unvermeidlich wären. 

'■ Betrachten wir zunächst einen Leiter: daselbst ist die 

Gegenkraft der Beweguugahindernisse in einem einzelnen 

; Stromfaden ir=w/'. Wir setzen voraus , dass sich gerade 
so, wie ea iilr die elektromotorischen Kräfte schon durch 
die dritte Hypothese Artikel 61 bedingt ist, auch diese 
Gegenkraft aus unendlich vielen Summanden zusammensetzt, 
von denen je einer l'dta von je einem Elenaeute da des 
Stromfadens herrührt, und daas dann die in der vierten 
und fiinften Vorlesung entwickelten allgemeinen mechanischen 
Beziehungen nicht bloss für jeden Stromfaden als Ganzes, 
sondern auch für jedes Element ds desselben gelten. Dana 
ist also: 



W= Cl'da^ f^Ml'. 



S. Byrolhi. 
Kraft la« 



Den Werth von Ml' erhält man, wenn man die Gleichungen 
51 der Keihe nach mit cos [l', x), cos [V, y), cos (/', t) multipli- 
cirt. Es folgt dann: 

'^ =/-S'[«coa{r, X) + vcos{V,y) + wcos{V, x)]. 

'■ Seien femer |, ♦;, ^ die Componenten der 

Kräfte, welche die Bewegung der Elektricität in dem Ele- 
i- mente ds unseres Stromfadens antreiben; dann ist die Kraft, 
welche in der Richtung von l' wirkt, 

|coa(r, x) + rjCOs{l', y) + Ccos{l'. x). 
daher die Geaammtkraft im Stromfaden: 

/■[|cos(r, x) + 7iCos(l\ y) + £cos{r, *)]. 
Endlich ist nach Formel 30 und 35 Art. 68 und 72t 
J(ä) = fds IFcoa (r, x) + cos [l\ y) + Hcos [V. x)\ 
Wenn keine sichtbare Bewegung der ponderablen Körper 
eintritt, wird also: 
dJif) r, \dF ,,, ■, , dO ... \ , dH ,,, .1 



I 
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Die Gleichung 28 Art. 67 liefert daher: 

[| cos {l', x) + ri cos {r, y) + ^ cos [V, x)] 

55) =J '^s ^-; cos [l,x)-\-^ cos (2, y) + ^ cos {l , %)\ 
+ f -^[u cos {l',ir) + t'COS[l',y) + wcos{l', x). 

Nach den gemachten Annahmen niuss die obige Gleichung 
für alle Elemente ds einzeln erfüllt sein; es muss also zu- 
nächst sein: 

I = .Yj ds, y = Fl ds, S = 2, ds, 
wobei Xy, Y^, Z, endliche Grössen sind und die Componen- owpopuük«! 
ten der die galvanisch geleitete Strömung im betreffenden aiichtnKi-ati. 
Punkte des Körpers antreibenden äusseren elekti'o moto- 
rischen Kraft (Chemiemus, Thermoelektricität) darstellen. 
-Femer muss sein i 

"-TT. I 

wobei die endliche Grösse C die specifische Leitungsfähig- sptdfixAe 
keit des Köi'pers im betreffenden Punkte heiasen soll- fMguu. 
Diese Formel zeigt zugleich, dass der galvanische Wider- 
stand rfw des Elementes des Stromfadens der Länge ds 
desselben direct und dem Querschnitte verkehrt propor- 
tional ist, da ja M Stromfäden auf die Querschnittseinheit 
entfallen und folglich 1 t ^ als Querschnitt eines Fadens zu 
betrachten ist. 

Die Anwendung der Gleichung 55 auf ein einzelnes 
Element liefert nach Substitution dieser Werthe: 

84. Für die in der Zeit St in einem Stromfaden von 
der Länge ds entwickelte Joule'sche Wärme liefert die 
Gleichung 17 (Art. 50): 

Das Volumelement von der Länge ds und dem Querschnitte 
dq, also dem Volumen dqds = dr enthält Mdq solcher 



I 
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Fädea, daher ist die darin während der Zeit ät entwickelte j 
Joule'sche Wärme 3IdqTaa.\ so gross, also gleich: 

57) dI=^^-l-/l,-^(«> + ,' + u,'). 

"*•«: Die elektrokinetische Energie in einem Elemente da 1 

vob.m- eines Stromfiidens ist nach Gleichung 33 (Art. 70): 

~ J{s) = -^dslF cos {l', x)+ Gcoä{i; i/) + Hcos{l', »)], 

die im Volumelemente dt von der Länge ds und der Quer- 1 
schnitte dq also: 

(dE=^dTlFcQ3{i;x) + Gco3{l\y) + cos{r, z)] 

i;f"i(>i 85. Genau bo nehmen wir in einem Volumeleraente dr 

ti p-i- von der Länge ds und dem Querschnitte dq eines Dielek- 
tricums Mdq parallele, durch Aenderung einer dielektri- 
schen Verschiebimg l entstehende Ströme an. Nur ist 
jetzt die Gegenkraft der Bewegungahindernisse W dem un- 
differentiirten l proportional. Wir mllsseu daher setzen: 
59) MUQ9{l,x) = f, Mlcos{l,y)=g, Mlcos(l, x) = k; 
{, g, h sollen die Componenten der dielektrischen Polarisa- 
J"''*" tion der Volumeneinheit heiasen. Wir wollen ferner die 
v- Componenten der im Dielektricum wii-kenden äusseren elek- 
tromotorischen Kräfte mit X^, F„ Z^ bezeichnen und sie die 
Componenten der reibungselektromotorischen Kräfte nennen, 
womit wir nicht etwa behaupten wollen, dass im Dielektri- 
cum nur durch Reibung Elektricität erregt werden könnte, 
ja nicht einmal, dass übei-haupt die mechanische Reibung 
die eigentliche Ursache der Elektricitätserregung daselbst 
sei.*) Diese drei Grössen treten in der Gleichung 65 an 
die Stelle von X^, Y^, Z^\ an Stelle von w, i^ w tritt 
df dg dh . 
dt' dt' dt' 

') Um diea sowie schwerfällige Wortzusammenset^iiiDgea lu ver- 
meiden und gleichzeitig' einen sicher Würdigea nach beliebten Mustern 
zu feiern, könnte man dem Galvanismus den Guedkismus gegcniiber- 
Htelleo und X„ y„ Z, die guerikischen Kräfte nennen. 



Dielektriflirongsgleichungeii. 

endlicli an Stelle von C eine andere Conatante i : 4 jr, welche 
wir die Diele k tri siruiiga zahl oder Dielektricitätsconatante 
nennen wollen. Gerade so, wie wir aus der Gleichung 55 
die Gleichungen 56 gewonnen haben, so ergeben sich jetzt 
die folgenden Gleichungen: 



60) 



I 4.ft = Wz,^^ 



Für die Energie der dielektrischen Polarisation im Ei^rrsie < 
Volumelemente rfr aber ergiebt sich aus der Gleichung 18 f 
(Art 50): ft 

61) dn=^{p+g^ + k\ 

Es ist hierbei noch wohl zu bemerken, daas im Dielektri- 
cum die Stromcomponenten w, v, w immer die Werthe 
„-,. df dg dk 

**^' dt' dt- dt 

haben, welche Wertbe namentlich auch, sobald es sich um 
ein Dielektricum handelt, in den Stokea'schen Stromgleichun- 
gen 53 und 54 Art. 82 aubatituirt gedacht werden miisaen, 

86. Selbstverständlich giebt ea zwiachen reinen Leitern ?■ 
und reinen Isolatoren Zwischenstufen, sogenannte Halbleiter i 
oder besser gesagt, leitende Dielektrica; denn die wesent- 1; 
lichate Eigenschaft derselben besteht weniger in ihrem zu- 
meist sehr grossen Leitungswiderstand, sondern vielmehr 
darin, dasa neben der elektrischen Leitung sich darin auch 
dielektrische Polarisation bemerkbar macht. 

Die experimentelle Untersuchung dieser Zwischenstufen 
bietet gerade die gröasten Schwierigkeiten, da die Ober- 
flächenleitung und ausserdem bei festen Körpern die In- 
homogenität, bei Flüssigkeiten der Feuchtigkeitsgehalt und 
anderes sehr stören; daher ist es erklärlich, dass ausser 
einigen beatätigenden Versuchen von Cohn und Arons') 
die Maxwell'sche Annahme über daa Verhalten dieaer Halb- 
leiter noch keine experimentelle Prüfung gefunden hat und 

') Wied. Annalen Bd. 28, S. 454, 1386; Bd. 33, S. 13. 1983. 
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daher heutzutage wohl noch als Hypothese bezeichnet werden 
rauBs. Dieselbe besteht darin, dass in Halbleitern dielek- 
trische Polarisation und galvanische Leitung sich unbehin- 
dert superponiien , die eine durch die Dielektriairungsglei- 
chungen 60, die andere durch die Wideratandagleichungen 
56 bestimmt. Die äusseren elektromotorischen Kräfte, welche 
auf die dielektrische Polarisation wirken , können dabei 
möglicherweise andere sein und daher andere Werthe haben, 
wie diejenigen, welche auf die galvanische Leitung wirken; 
daher wurde zwischen J^'p Y^, Z, undJ?',, Y^, Z^ unterschieden. 
Als elektromotorische Kräfte der Induction aber: 

dF:dt, dG:dt, dHidt 
sind in beiden Fällen dieselben Werthe einzuführen, und 
zwar ist bei ihrer Berechnung die gesammte elektrische 
Stromstärke, sowohl die galvanische als auch die durch 
Aenderung der dielektrischen Polarisation bedingte , welche 
letztere durch die Ausdrücke 62 gegeben ist, einzuführen. 
' Um Irrungen vorzubeugen, wollen wir daher jetzt die Com- 
). ponenten der gesammten elektrischen Strömung mit u, v, w, 
die der galvanisch geleiteten Strömung allein aber mit p, q, 
r bezeichnen, so dass wir haben: 



u'-f 



L* 



64) 



Wir erhalten dann statt der Gleichungen 56 die folgenden: 



In den Gleichungen 53 und 54 dagegen ist nicht _p, q, r für 
w, V, w zu snbstitniren , sondern diese Gleichungen gelten 
ungeändert für das leitende Dielektricum und % v, «• haben 
in denselben die durch die Gleichungen 63 definirte Be- 
deutung. 

Ist die Hypothese, welche diesen Gleichungen zu Grunde 
liegt und von uns als die 7. bezeichnet wurde, auch heute 
noch nicht ganz feststehend, so fassen unsere Gleichungen 
doch jedenfalls in der einfachsten Weise die für Leiter 
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tmd Nichtleiter geltenden Relationen einheitlieh zusammen, 
indem sie in die filr Leiter geltenden übergehen, wenn wir 
die Dielektrisiningszahl k — o setzen, dagegen in die für 
Dielektrica geltenden, wenn die LeitungsiUhigkeit C = o ist. 
Man sieht leicht, dass diese fiir leitende Dielektrica 
aufgestellten Gleichungen ganz denjenigen entsprechen, 
welche wir für das durch Fig. 9 dargestellte Schema fanden 
und in Artikel 53 als die Gleichungen 23 bezeichneten. 
Den dort mit Jf, oder M^ bezeichneten Kräften entsprechen 
jetzt Xj, r, , Z^, den mit N^, N^ bezeichneten X^, Y^, Z^; 
den Grössen n {n^ oder n^ und m' entsprechen f, g, k und 
p, q, r, den V aber m, v, w; endlich den Constanten w und 
& die jetzt gebrauchten Constanten 1 : C und An:k. 



Zehnte Vorlesung. 



Gesetze der stationären und angenähert stati( 
nären Strömung. 



87. Wir haben nun die Aufgabe der Ableitung der 
Grundgleichungen im Wesentlichen gelöst und es ist hier 
nicht meine Absicht, mich in eine weitläufige Anwendung 
derselben auf specielie Fälle einzulassen. Nur die Her- 
leitung der einfachsten Grundgleichungen der alten Elektri- 
citätstheorie und Optik soll noch angeschlossen werden, da- 
mit der Sinn der gefundenen Gleichungen nach keiner Eich- 
tung dunkel bleibe. Wii" wollen zunächst einige Gleichungen 
ableiten , welche nur Consequenzen der vorhergehenden 
Formeln darstellen, aber deren Kenntniss für die weiteren 
Entwicke langen unerlässlich ist. 

Aus den drei Gleichungen 40 (s. Ä der Zusammen- 
stellung in Art. 88) folgt sofort: 
„,, rfa , 56 , Öc „ <3 
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Ebenso folgt aus den Gleichungen 53 und 54: 

"^r'^tr 66) 1^ + 1^ + 1^ = ^- 

gltichung der ' OX Oy OX 

Strömung. 

Die Grössen X^, F^, Z^ haben nur an Stellen, wo galva- 
nische Elemente thätig sind oder durch Temperaturdiffe- 
renzen thermoelektromotorische Kräfte erzeugt werden, die 
Grössen X^, Y^, Z^, nur dort, wo gerade Reibungselektrici- 
tät entwickelt wird, von Null verschiedene Werthe. Schliessen 
wir zunächst solche singulare Stellen von der Betrachtung 
ganz aus, so vereinfachen sich die Gleichungen 60 und 64 
und gehen über in: 

/J7V ^dF ^dG ^dH 

68) Anf=—k-^y 4ng=^'-k-j^7 4nh=--k-^' 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

, df ^dF k d^F 

^ ^ dt dt 4n di* 

Bilden wir die entsprechenden Gleichungen für v und w und 
addiren alle drei, nachdem wir die erste nach x, die zweite 
nach y, die dritte nach z differenzirt haben, so finden wir 
unter Berücksichtigung der Gleichungen 66 im homogenen 
Medium: 

wobei 

nf\\ ä^ d F , d O , dH . I 



Hieraus folgt: 



4--TC 



Diese Gleichung hängt aufs Innigste zusamLmen mit den 
Gleichungen 89 — 93, welche wir später in Art 97 und 98 
erhalten werden. Vorläufig wollen wir uns mit den folgen- 
den, schon jetzt erforderlichen Bemerkungen begnügen. 

Sei in dem betreffenden Baume irgend ein Mal weder 
ein Magnet, noch ein elektrischer Strom, noch sonst eine 



^eamroenstellnng der Vektoren. 



83 



elektrische Wirkung vorhanden gewesen , so dass zu dieser 
Zeit tiberall die magnetischen und elektrischen Kräfte = o 
waren, was wii' den neutralen Zustand des Feldes und 
der darin befindlichen Körper nennen wollen. Dann muss 
das Feld damals auf ein etwa hineingebrachtes Solenoid 
oder Stromelement gar keine Kraft ausgeübt haben; es 
müssen also die Differentialquotienten von F, 0, H nach 
allen Coordinaten gleich gewesen sein, denn diese Difle- 
rentialquotienten multiplicirt mit der Stromintensität und 
Projection des Strom elementes liefern die Kräfte, welche 
das Feld auf das Stromelement ausübt, mit Ausschluss der 
Wirkung des hineingebrachten Stromes auf sich selbst; 
daher muss zur in Rede stehenden Zeit = d Q : dl = o 
gewesen sein. Haben seit dieser Zeit an einem Punkte des 
Feldes niemals elektromotorische Kräfte gewirkt, so haben 
seit dem die Gleichungen 67, 68 bis 70 gegolten. Daher 
müssen in der letzten dieser Gleichungen die Constanten 
C^ und Cj und daher auch 
71) = « 

sein. Diese Gleichung hört jedoch in dem Momente, wo 
im betrachteten Punkte selbst galvanische Elemente, thermo- 
elebtromo torische oder reibungselektromotorische Kräfte thä- 
tig sind, zu gelten auf. 

88. Behufs leichterer Uebersicht, sowohl für das fol- i 
gende als auch für die Leetüre der Originalabhandlungen 
will ich hier die Vektoren und Componenten der verschie- 
denen Grössen, die Constanten sowie die wichtigsten Glei- 
chungen zusammenstellen: 



VbK. Comp. 

Elektromagn. Moment S F,G,H 

Magnetische Induktion © a.b,e 

Totaler elektr. Strom E u, v, ic 

Dielektr. Polarisation Ji f, g, h 

Elektromotor. Kraft (S P,Q,B 

Magnetische Kraft ^ ", ß: f 

Iv. geleitet. Strom g P, q, r 



DielektriairuQgszalil (Dielektrici- 

tätsconstEinte) k. 
Magnetiairunga^alil fi. 
Specifischea Leitungavennögen 0. 
Elektrost Potentialfunktion yi. 
Magnet, Potentialfmiktion ip. 



Elektrische Volumdichte e. 
Elektrische Fläch endichtc ij. 
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Folgendes sind femer die wichtigsten Gleichungen: 

1. Fundamentalgleichungen zwischen den Grössen, 
welche die Beschaffenheit des Feldes definiren: 



A. 

40) 



B. 

53) 



C. 
60) 



D. 

64) 



a = -= 



dH d_0 

d% 

dH 



dy 



b = — ^ 

d X dx 

^d_G __dF 



dx 



dy 



A de db 

^ da d c 

^nuv = j — ä- 

•^ dx dx 

. db da 

•^ ox oy 

df 



B'. 

54) 



dy{iij dx\n) 
dx\(i) dx\(i) 
dx\fi) dy\til 



68) 



Anh = — Ä; 



dF 
dt 

dQ 
dt 

dH 

dt 



67) 






dF 
dt 

dQ 
dt 

dt 



E. 63. u^p+^,, ^ = ^ + ^. 



dt 



dt 



. dh 



2. Folgegleichungen derselben: 
65) a. 



da , db , de 



66) b. 



dx 

du 
dx 



dy dx 
. dv . dw 



cn\ £1 dF , da , dS 



71) c'. = 0. 



Coulomb'a Gesetz fflr Mngnete. 





3. Gleichungen zur Bestin: 


61) 


„. in =2^jT{f + 


31) 


f. m - - r 


28) 


.W = ^-f 


Jl) 


\j[,)-rj{d,)=Md'' 
■ 1 ^rj[i.)=f{ii 



i HUfsbegriffen : 



- ft=) : k, 



- Ody + Ildx) = 

- örf/t + i:dv) , 



51) 






cos (;', «) 
= Ml'co8(l', y] . 



47) 
48) 






89. Es soll nun das Feld durch einen einzigeu Sole- 
noidpol N" von der Intensität m' erzeugt sein, welcher sich i 
in einem homogenen Medium befindet, während der andere 
Pol des Soleuoids unendlich entfernt ist. Dann ist überall 
im Felde u = v = w = o. Es folgt also aus den Gleichungen 
53 (jB), dass a, b, c die partiellen Ditferentialquotienten einer 
Funktion y sind. Dieselbe bangt, da Wirkung gleich Gegen- 
wirkung ist und wir daher alles in Art. 79 Gesagte auch hier 
anwenden dürfen, nur von dem Punkte des Raumes ab, wo 
sich der Solenoidpol befindet, nicht aber von der Richtung und 
Lage der Mittellinie des Solenoids. Denn wenn wir an den 
Pol N' den Südpol eines zweiten Solenoidea von gleicher In- 
tensität anlegen, so ist die Summe der tp für beide Solenoide 
zusammen stets gleich Null, wie immer bei unTeränderter 
Lage des zweiten Solenoides die Richtung und Gestalt des 
ersten sich ändern mag Der Werth des qs, der von dem 
ersten Solenoid allein herrührt , in einem Aufpimkte P 
ist daher fiir jede Gestalt und Lage desselben gleich dem 
ganz davon unabhängigen negativen Wertbe des tp für das 
zweite Solenoid, woraus folgt, dass er nur Funktion der 
Entfernung PN = r des Aufpunktea vom Solenoidpol sein 
kann. Denn wäre er irgendwie von der Richtung die- 
ser Geraden abhängig, so müsste er sich ändern, wenn r 
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seine Lage gegen das (erste) Solenoid änderte und müsste 
sich daher auch umgekehrt in derselben Weise ändern, 
wenn die gleiche relative Lageänderung bei unveränder- 
ter Lage von r durch Aenderung der Lage des Sole- 
noides eintreten würde. Letzteres widerspricht aber dem 
vorher Bewiesenen. Da m' der Stromintensität im Sole- 
noide proportional ist, (p aber seiner Definition gemäss nur 
Glieder enthält, welche ebenfalls dieser Stromintensität pro- 
portional sind, so können wir also setzen: 

Die Gleichung 65 (a des Art. 88) liefert aber sofort: 

dx* ■*" öy» ■*" ö*> "" ' 
woraus bekanntlich folgt: 

/'(r) = ^+(7,. 

Dadurch ist das Feld vollständig definirt. Es werde nun 
die Wirkung des Feldes auf einen Nordpol N eines zweiten 
Solenoides berechnet, der nach dem Punkte P gebracht 
wird. Dem Sinne unserer Formeln gemäss , die immer die 
Wirkung eines bestimmten Feldes auf einen bestimmten 
Aufstrom mit Ausschluss der Wirkung des letzteren auf 
sich selbst geben, ist dabei der zweite Nordpol nicht mit 
zum Felde zu rechnen. Nach den Formeln 47 (^ des Art. 88) 
wirkt dann auf den zweiten Nordpol eine Kraft von der 
Intensität mm! C^ : r* in der Richtung der Verbindungs- 
linien beider Pole. 

Parallel entgegengesetzte Ströme in der Entfernung Null 
heben einander auf. Da muss also das G enthaltende Glied 
der Gleichung 11, Art. 37, negativ sein, um die übrigen 
wesentlich positiven aufheben zu können; daher muss auch 
das Moment des einen Stromes auf den anderen negativ sein, 
wenn für den letzteren die Richtung, in der er wirklich 
durchströmt wird, zu Grunde gelegt wird. Da dieses Mo- 
ment bei grosser Entfernung der beiden Ströme Null ist, 
muss dessen Diflferentialquotient nach der Entfernung (letz- 
tere wachsend gedacht) positiv sein. Daher ist die Kraft, 
welche von aussen wirken muss, um die Entfernung ent- 
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gegellgesetzter paralleler Ströme conatant zu erhalten, ne- 
gativ, d. h. sie wirkt dem Wachs thimie der Entfernung 
entgegen oder die Ströme stosseu sich ab. Da zwei un- 
mittelbar an einandersto säende gleichnamige Solenoidpole 
ebenfalls entgegengesetzte Ströme enthalten, was man am 
besten sieht, wenn die Mittellinien sich continuirlich fort- 
setzen, so müssen auch diese sich abstossen. Dass obiger 
Ausdruck für die Wechselwirkung zweier Solenoidpole sein 
Zeichen wechselt , wenn einer der Pole ein entgegengesetzter 
ist, sieht man sofort. 

Fassen wir Stahlmagnete als Körper auf, in denen 
um jedes Molekül ein Elementarstrom fliesst, so ist der 
Beweis auch für Magnetpole geliefert. Nur der Einfluss 
etwaiger Veränderlichkeit der Constante /!■ , von welcher die 
magnetische In duktions Wirkung abhängt, kann erst studirt 
werden, wenn man die Grenzbedingungen für Flächen kennt, 
wo zwei verschiedene Körper aneinanderstossen. 

90. Ea sei nun das Feld durch einen nahezu linearen * 
Strom von der Gesammtintensität i und beliebiger geschlos- 
sener Mittellinie erzeugt. Dann sind bloss im Innern des 
stromführenden Drahtes u, v, w von Null verschieden. Im 
gesammten übrigen Räume sind diese Grössen gleich Null. 

Um die Aufstellung besonderer Gleichungen für die 
Oberfläche des Leiters unnöthig zu machen, setzen vrir fi 
innerhalb und ausserhalb desselben gleich voraus. Substi- 
tuiren wir in die erste der Gleichungen 53 (S) fiir b und c 
ihre Werthe aus den Gleichungen 40 (A), so erhalten wir: 

wobei A das Symbol für 

£, + , 



dx 



8» 



ist. Vermöge der Gleichung 71 [g) folgt also: 
72) — 4jr/iM = JJ. 

Um die Gleichung 71 unbedenklich anwenden zu können 
müssen wir annehmen, dass die Stelle, wo sich die strom- 
erzeugende galvanische Batterie befindet, etwas weiter ent- 
fernt ist, so dass nicht diese seihst, sondern bloss die in 
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r Drahtleitung circulireiiden elektrischen Ströme das Feld 
, oder wir müssen annehmen, dass auch die Bat- 
terie selbst den Zustand des Feldes nicht weiter modificirtj 

. durch die darin enthaltenen elektrischen Ströme i 
bedingt ist , was keine ConSequenz unserer Grleichungen ist. 
Ferner sei noch folgende Bemerkung beigefügt : Die Äa- 
nahme, dass in der den Leiter umgebenden Luft « = w = mj = o 
ist, wird bloss erfüllt sein, wenn die Strömung im Leiter 
stationär ist oder sich doch nur sehr langsam mit der Zeit 
ändert, so dass sie während jedes Zeitmomentes aU sta- 
tionär betrachtet werden darf. Sonst entstehen in der um- 
gebenden Luft dielektrische Polarisationen, deren bestän- 
dige Veränderung bewirkt, dass auch in der Luft u, v, to 
von Null verschieden sind. Da sich aber diese dielektri- 
schen Polarisationen wellenförmig mit der Geschwindigkeit 
des Lichtes ausbreiten, so kommen sie in allen Experimenten 
über Elektrodynamik und Inductioo nicht in Betracht mit 
Ausnahme der in der neuesten Zeit nach der Methode von 
Eertz angestellten. 

Unter aUen diesen Annahmen ist also F eine Funktion, 
welche im Linem des Leitungsdrahtes der Gleichung ge- 
nügt: 

72) JF= -47i/iw, 

in der umgebenden Luft überall die Gleichung AF = o er- 
füllt und im Unendlichen jedenfalls verschwindet, da ja 
dort das Feld neutral sein muss. (Eine zu F hinzutretende 
reine, d. h. von a;, y, x-, t unabhängige Constante wtlrde 
übrigens nii'gends in unsere Gleichungen eingehen.) 
ffl^'fA^™ Wii' wissen, dass, wenn rfr ein Volumelement im 

ff Innern des Leitungsdrahtes ist und die Integration über 
dessen ganzes Innere erstreckt wird , diese Gleichungen 
nicht anders erfüllt werden können, als wenn der "Werth 
von F in irgend einem Aulpunkte P durch die Gleichung 
iben ist; F= a f^^, 

wobei r die Entfernung des Aufpimktes P vom betreffenden 
Volumelemente rft ist. Integriren wir dieselben Gleichungen 
AF^o und 72 nach derselben Methode für den Fall, 
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dasa ausgedehnte Körper ia beliebiger Weise räumlich von 
Elektricität durchströmt werden, so erhalten wir, wie man 
leicht sieht, die Gleichungen, welche Kirchhoff, Helm- 
holtz etc.^) für die Gesetze der Induction in räumlich aus- 
gedehnten Körpern fanden, natürlich mit den apeciellen 
der Maxwell'schen Theorie eigenen Weiihen der Con- 
stanten, welche Longitudinal Schwingungen ausschliessen. 

Wir wählen als Volumelement di wiederum einen Cy- 
linder, dessen Äxe ds parallel der Stromrichtung ist und 
dessen Querschnitt den Flächeninhalt dq hat. Es ist dann 
nach den Gleichungen 5X (e): 

M -1fr cos (r, x), 
daher: 



,4 




^v:ri 



F= ft f ^ Ml' cos {l', 

Ml'dq, über den ganzen Querschnitt des Leitungsdrahtes 

integrirt, liefert die gesammte Stromintensität *. Zählen 

wir ausserdem noch die positive 

Richtung des Elementes ds in ^' 

dem Sinne, in welchem der 

Strom fliesst, und hezeicimen 

die Cosinus der Winkel, welche 

ds, daher auch V, mit den Co- 

ordinatenaxen bildet, mit «, ß, 

y, Fig. 25, so ist: 

Ebenso ei-giebt sich: 

» = .</&•. H=..J^. 

Hierdurch ist das Feld vollständig bestimmt und wir denken * 
uns zunächst in den Äu^unkt P mit den Coordinaten x, 
y, X einen Solenoidpol von der Intensität m gebracht (Fig. 25). 
Dann sind die Componenten der Kraft , welche im Felde auf 
diesen Solenoidpol wirken , nach den Gleichungen 48 {^ des 
Art. 88): 

') Kirchhoff, Wied. Ann. Bd. 100, 8. 198 und 351, Bd. 102, 
8. 62e, 1857; Heimholte, Borchardt's Journal Bd. 72, S, ÖT, 1870. 
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X= —ma, Y= —mb, Z= — mc. 
Nach den Gleichungen 40 {Ä) ist: 



\ 

\ 



= f^^fj{ßv^-yx), 



wobei X, y, z' die Coordinaten des Elementes ds' und (p, /, \p 
die Cosinus der Winkel sind, welche die positive (von ds 
gegen P gezogene) Kichtung von r mit den positiven Coor- 
dinatenaxen bildet. 

Nun ist nach bekannten Kegeln der analytischen Geo- 
metrie: 

ii^^irX-ßV^Y + [ccifj-^ytpY + iß(p-c^^ = 8in(rf5, r) 

ßV^^yZ = flcos(n, x). 
Hier bedeutet n die Kichtung, welche auf ds und r senk- 
recht steht und deren Sinn, da ß also auch sin (ds, r) 
immer positiv betrachtet wird, so zu nehmen ist, dass die 
Drehung der positiven rf^-Kichtung in die positive r-Kich- 
tung auf kürzestem Wege weinwendig gegen die positive 
w-Kichtung geschieht. Man überzeugt sich hiervon, wenn 
man ds mit der a;-Axe, r mit der y-Axe und n mit der 
z-AxG zusammenfallen lässt. Mit Hilfe der zuletzt ent- 
wickelten Gleichungen ergiebt sich: 

/ds 
-j sin {ds, r) cos {n, x) 

Analoge Formeln gelten flir Y und Z. Da dies die Kräfte 
sind, welche von aussen wirken müssen, um den Solenoid- 
pol in Kühe zu erhalten, so ist die Kraft, welche der Strom 
auf den Solenoidpol auszuüben scheint, gerade so gross, 
als ob jedes Element des Stromes auf denselben die Kraft 

(imids sin (ds, r) 



r« 



in der Kichtung n ausüben würde. Bezüglich der Ueber- 
tragung auf Magnetpole gilt wieder das am Ende des vo- 
rigen Abschnittes über das Coulomb 'sehe Gesetz Gesagte. 
G^^für 91. Wir betrachten genau dasselbe Feld, wie im vo- 

ie^d«fc- pjg^jj Abschnitte. Der Aufetrom soll aber jetzt ein zweiter, 
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nahezu linearer Stromkreis von beliebiger geschlossener 

Mittellinie sein. Es empfiehlt sich jetzt, die Intensität in 

dem ersten Strome, welcher das Feld erzeugt, mit i', ein 

Element desselben mit ds und dessen Eichtungscosinus 

mit «', ß", y' zu bezeichnen, so dass in einem Aufpunkte 

P mit den Coordinaten x, y, » die Compohenten des Mo- 

mentenvektors die Werthe haben: 

_, ., (•a'ds' ,., ., cß'ds' „ ., rv'ds' 
F—nt I — — ! G = (II {'- — — f S^fii \ '- 1 

wobei natürlich r wieder die Entfernung des Elementes ds 
vom Au^unkte F bezeichnet. Der Sinn aller Gfrösaen ist 
der früher definirte; x, y', %' sollen die Coordinaten des 
Elementes ds sein. 

Dagegen soll * die Intensität im Aufstrome und ds 
soll das Element desselben sein, das sich im Aufpunkte F 
befindet. Die Co- pjg_ 26. 

ordinaten dieses Ele- 
mentes sollen mit x, 
y,x, seine Eichtungs- 
cosinus mit a. ß, 
y, seine Projectio- 
nen auf die drei Co- 
ordinatenaxen mit 
dx, dy, dz bezeichnet ^^p^ 
werden (Fig. 26). 
Das Moment des 
Elementes ds setzt 
sich nach Formel 
41 (S Art. 88) aus den Momenten der Projectionen zusam- 
men und ist daher: 

J{ds) = Fdx + Qdy + ifrf^ = ds{Fa + Oß+ Cy), 
das Moment des ganzen Aufstromes aber ist: 

J(s) = fds{Fcc +Qß + Hy). 
Substituirt man flir F, O, H die obigen Werthe und be- 
zeichnet den Cosinus des Winkels der beiden Stromelemente 
ds und ds' mit 

<r = acc' + ßß- + yy', 
so wird also: 




73) 4-) =/..■■ JJ'-^-'. 

Nach Gleichung 28 (/ Art, 88) int somit die im Aufstrome | 
inducirte elektromotoriBclie Kraft gleich 
_ ., d ., f radsde' 

'*' "iVjJ-i^' 

was mit den bekannten Gesetzen der Induktion überein- 
stimmt. Wir haben also die Abhängigkeit des wechsel- 
seitigen Induktionscoefiicienten von den Dimensionen der 
beiden Stromleiter gefunden, denn wir sind jetzt wieder zu 
dem in der vierten und fünften Vorlesung behandelten Falle 
der Wechselwirkung zweier geschlossener Ströme zurückge- 
kehrt und sahen schon in der siebenten Vorlesung (Schlusa des 
Art. 64}, dass unsere jetzigen Grössen ./{s), i, *" genau dasselbe 
sind, was dort mit ül'^ l\, l\ bezeichnet wurde. Da ferner die 
beiden Selbstinduktionacocfficienten A und B nach der be- 
kannten Methode gefunden werden können , daas man unter 
ds und ds' zwei Elemente eines und desselben Stromleiters 
versteht und dann noch durch zwei dividirt, so ist hierdurch 
die nothwendige Ergänzung der Gleichungen 16, Art. 48, 
geliefert. 
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92. Die Gleichung 73 Üefert auch die ponderomotorischen 
u Kräfte, welche der das Feld bestimmende Strom auf den 
Aufstrom ausübt. Wir haben nämlich nach der Gleichung 31 
{ß in Art. 88) für die ponderomotorische Kraft, welche auf 
irgend einen Parameter k durch das Feld (nicht die Wirkung 
des Aufstroms auf sich selbst) ausgeübt wird: 



I 



K[s) 



-l" 



Sh 



Die gesammte Arbeit aber, welche geleistet wird, wenn 
jeder Parameter eine Variation Sk erfährt, ist nach Glei- 
chung 32 Art. 69; 



Arbeit bei Deformation e 
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Es ist nicht iiothwendig, den Querschnitt des Auf- 
stroms nochmals in einzelne Querschnitts elemente zu zer- 
legen; wij- betrachten daher den Querschnitt als Ganzes 
und l' ist die gesammte Stromintensität i. Wir könnten 
den Äufstrom parallel zu sich seihat in der Richtung der 
drei Coordinatenaxen um 3x, resp. 3y und d\ verschieben. 
Würde dabei J[s) um dxJ, SyJ, S^J wachsen, ao wären die 
Quotienten: S^J: Sx, S,J: 3y, d.J: Sx die drei Kräfte, welche 
auf den Aufstrom als Ganzes in den drei Coordinatenrich- 
tungen wirkten. Allein damit wären nicht die Drehmomente, 
welche er erfährt, ebensowenig die Kräfte, welche sich seiner 
Gestaltveränderung entgegensetzen, gefimden. 

Um das Problem daher allgemein zu lösen, müssen 
wir jedem Elemente ds des Aufetroms drei von einander un- 
abhängige Verschiebungen Sx, Sy, 3z in den drei Coordi- 
natenrichtungen ertheilen, wobei wir bloss, um Gleitstellen 
zu vermeiden, die Gesammtlänge s =Jds als unveränderlich 
betrachten. Wir können dann ds unvariirt lassen. Dann 
ist also die gesammte Arbeit: 

75) 

Der andere Stromkreis s' bleibt dabei selbstverständlich 
ganz unverändert. Nehmen wir an, die gesammte Wirkung, 
welche der Stromkreis s erfährt, könnte dadurch ersetzt 
werden, dass auf jedes Element da eine Kraft wirkte, welche 
nacb den drei Coordinatenaxen die Componeiiten dX, dY, 
dZ hat, so müsBte diese Arbeit gleich: 
76) /{dXäx + d YSy + dZ3x) 



,V.//£il^. 



sein. Die Gleichsetzung beider Ausdrücke liefert mit ßück- jw^h™»"'" 
dass alle 3x, 3y, 3x, unabhängig sind, die omi««. 



sieht darauf, 
Kräfte dX, dY, dZ. 

Bezeichnen wir das DoppeUntegral im Ausdruck 
mit D, so ist: 

77) äZ)./>i.-=j'^+//d.i.-i?. 
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Drückt man r durch x, y, %, x'j y\ %' aus, so wird das 
erste Glied gleich einer Summe dreier Glieder E^ + E^ 
+ E^j wobei: 

und E^ und E^ hieraus durch cyklische Vertauschung von 
^> 2/? ^ gefunden werden. Femer findet man leicht: 



dx , dx' 

ds * ds' 



__ 0/ — ä' __ dr __ dr 
^ ~" r ~" da? ~" dx' ' 

__ y — y' __ dr _^ dr 
^ "" r "d^" "dy' ' 



d% , dx' 

'^^~ds' ^ ""d?' I ^~ r ~dx~ dx" 



X — x' dr dr 

1/; = 



_ dx dx' dy dy' dx dx' 
ds ds' ds ds' ds ds' 

wobei a, ß, y] a\ ß", /; (p, x, t/; die Kichtungscosinus von 

ds, ds, r sind (s. Fig. 26 Art. 91). Es ist wohl zu beachten, 

dass man bei Differentiation nach s' nur auf der Curve s' 

fortschreitet, daher x, y, z constant bleiben; bei der nach s 

und bei der durch S angezeigten Variation dagegen bleibt x% 

y', x unverändert. Hiemach ist auch das letzte Glied der 

Gleichung 77 eine Summe F^ + F^ + F^, wobei wieder F^ 

und F^ durch cyklische Vertauschung aus F^ entstehen und: 

jP __ CCdsds' dx' stdx __ CCdsds' dx' dr ^ 
1 ~~ JJ r ds' ds '~JJ r* ds' ds 

ist, wie die partielle Integration nach s lehrt, da ja bei 
einer geschlossenen Curve die Ausdrücke für beide Inte- 
grationsgrenzen sich aufheben. 

Das letzte Integral findet man leicht folgendermaassen. 
Es ist identisch: 

d Ix — x' dr\ 1 dx' dr ^ ^x — x' dr dr 



d Ix — x' dr\ __ 1 



ds' \ r' ds) r* ds' ds r* ds ds' 

X — x' d^r 
■^ ^i^^ dsds' 

und da die linke Seite über eine geschlossene Curve in- 
tegrirt verschwindet, folgt: 

„r.^ C ds' dx' dr ^ Cj rl ^dr dr d}r \x — x' 

'^^ j 7^57d?""j ^^ \ ^'d'sdP^^'didy^ 
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Nun ist wegen r* = (a; — 
dr , ,, da; , , 

'ä7 = ("'-»')z; + (ä'- 






d% 



■wobei p der Cosinua des Winkels zwischen is und der von 
Äs' gegen ds gezogenen r-Eichtung ist. Differentiirt man 
nochmal, indem man auf derCurves' um rfs' fortschreitet, 
so wird: 

rf'r <drdr_ dx dx.' dy dy' da dx' __ 
dsds' ds ds' ds ds' ds ds' ds ds' 

Die rechte Seite der Gleichung 78 geht daher über in ; 



/-■(- 



ds ds' 



und da man, wenn (/' der Cosinus des Winkels zwischen 
ds und der von ds' nach ds gezogenen r-Richtung ist, ana- 
log mit dem für p gefundenen Werthe hat dr:ds'= — p', 
so liefert die Gleichung 78: 

rds' dx'dr C, ,,„ , .x-x' 

j ^dTd^-J '^' ^^ee -'^)^^- 

MultipUcirt man diese Gleichung mit dsSx, integrirt 
nach .1, Bo erhält man F^; addirt man noch E^ dazu, so 
folgt unter Berücksichtigung der für E^ und F^ gefundenen 
Werthe: 

^j + ^1 ^Jfdsds'{Spff^2fj)—~^Sx. 
Der Gesammtwerth von SD entsteht, wenn man hierzu 
noch Ej + Fj und E^ + F^ addirt, welche hieraus durch 
cyklische Vertauschung von x, y, x entstehen und daher 
bloss Sy und Sx- enthalten. Setzt man die Summe dieser 
Ausdrücke in 75 ein und das Resultat dem Ausdrucke 76 
gleich, und vei^leicht bloss die dx enthaltenden Glieder; 
so folgt also: 

dX= liii'dsfds'{2(T-S^(}')^-^ 

= t.ii'dsJ^-^(2a-3g(,')0OS{r,x). 

Qgjiz analoge Ausdrücke ergeben sich für dY und dZ. 
Dies sind dem Sinne unserer Gleichungen nach die Eräfte, 
welche von aussen wirken müssen, um den Aufstrom in Ruhe 
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ZU erhalten. Alle ins Spiel komineiiden Kräfte werden also ] 
erklärt, wenn man ünnimmt, daas je zwei Stromelemente ds% 
und ds' in der Richtung ihrer Verbindungslinie eine schein'' 
bare Anziehung von der Stärke: 



79) 



... dgds 



(2a-ä(jg-) 



auf einander ausüben, worin man das allbekannte Äm--| 
pere'sche Gesetz wieder erkennt. 

Dazu kummt noch, daas unsere Crleichmigeii auch, wie J 
■ man ohne Schwierigkeit erkennt, die Gesetze der Stromver- ] 
Bweigung und stationären Strömung in Flächen und Körpern ] 
und wie wir in der nächsten Vorlesung sehen werden, dazu ] 
noch die gesammte Elektrostatik ohne neue Hypothesen \ 
liefern. Vergleicht man daher unsere Methode mit der ] 
Ainpere's und seiner Nachfolger, so muss man gestehen, dass 
Maxwell aus minder zahlreichen und natürhcheren Hypo- 
thesen eine grössere Fülle von Resultaten gewinnt, daas also 
anch schon von diesem Gesichtspunkte allein die Maxwell'- 
sche Theorie der alten yorzuziehen wäre. Aber sie hat noch 
grössere Vorzüge. Erstens haben ihre Gleichungen eine weit 
einfachere und naturgemässere Form, Links steht daselbst 
immer der Differentialquotient einer Grosse nach der Zeit, j 
i'cchts Funktionen der augenblicklichen Werthe der Grössen, i 
Sie geben uns also ein klares Bild, wie durch die augen- 
blicklichen Werthe die Veränderungen jeder Grösse bestimmt 
sind, während die alten Gleichungen vollkommen ungeordnet 
und daher auch viel unbequemer für die Berechnung aller 
Probleme sind, ausser derjenigen, für welche sie speciell | 
zugeschnitten wurden, I 

Zweitens sahen wir aber, dass die alten Gleichungen 
nm- für stationäre oder wenigstens nahe stationäre Elektri- 
citäts Strömung gelten. Bei sehr raschem Wechsel der 
Strom Intensität gelten ganz andere Gesetze, zu denen wir 
in Art. 94 übergehen werden. Um hier nur ein Beispiel zu 
erwähnen, würde ein momentan in einem Draht oder Draht- 
elemente entstandener Sti-om auf einen zweiten so lange gar 
nicht wirken, bis nicht die mit der Lichtgeschwindigkeit 
von ihm ausgehenden elektrischen Wellen den zweiten Strom 
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erreicht haben und auch danu würde die Wirljuiig in den 
ersten Momenten noch viel cumplicirteren Gesetzen folgen, 
bia der Zustand stationäi' geworden ist, wo dann erat das 
Ampere' sehe Gesetz gilt,') 

93. Wir kommen nun wieder auf die Betrachtungen 
des Artikels 42 zuräck. Wir definirten dort die (mag- 
netisch) gemessene Stromintensität eins als diejenige, welche 
einen unendlichen geraden Draht durchüiesseud auf die 
Längeneinheit eines zweiten vollktimmen gleichen, gleich- 
durchströmten, parallelen, in der Distanz eins befindlichen 
Draht die Kraft 2 ausübt. Wir fanden dies, indem wir 
die Anziehung zweier Stromeleniente gleich: 
ii'ditds' ly _ , 

setzten. Wir können auch umgekehi't schliessen, dass das 
Ampfere'sehe Gesetz, wenn wir im betreffenden Medium 
die Stromstärke so definiren, diese Form haben, also: 
79) ,, _ 1 

sein muss. 



1 



94. Wir gehen nun zui' Betrachtung derjenigen Gruppe m.jm 
von Erscheinungen über, welche den Gegensatz zu den p^'m 
bisher betrachteten bilden, nämlich zu dem Verlaufe der '' ^„J, 
mit der Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden elektrischen 
Gleichgewichtsstörungen, welche ebenso gut in Nichtleitern, 
wie in Leitern, ja in ersteren weit ausgiebiger, weil nicht 
gedämpft, auftreten. Um die Theorie dieser neuen Gruppe 
specieller Fälle aus unseren allgemeinen Gleichungen her- 
zuleiten, verfahren wir wie folgt. 

Wir schliessen wieder die Betrachtung deijenigen Stelleu, 
wo gei'ade elektromotorische Kräfte thätig sind, ans. Wir 
haben dann im homogenen Medium die Gleichungen 54, 6ä, 
67 und 71 {B, C. S und c in Art. 88) anzuwenden. 

Die Substitution derWerthe 40 (J) in die erste der Glei- 
chungen 53 (-B) liefert uns unter Berücksichtigung der Gtei- 

') üeber e 
Theorie vergl. ' 
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chung 69 und 71 (e und c) genau wie in der vorigen Vor- 
lesung Art. 90 die schon dort gefundene Gleichung: 

72) 4itfjLu= - jdF. 

Nach den Gleichungen 63, 68 und 69 {E, C, IT) aber ist, 
wie wir schon in Art 87 unmittelbar nach Ableitung der 
Gleichung 68 £Emden: 
ßQ.x ^ df ^dF k dT 

Dies in Gleichung 72 substituirt liefert uns zunächst 
die Gleichung für die Wellen der Grösse F: 
Qm 1.^^ t A n^^ d'F ^ d'F ^ d'F 

Es ist bequem f einzuführen, indem man mit k multi- 
plicirt, dann nochmals nach t differentürt und für kdFidi 
seinen Werth aus den Gieichungen 68 ((T) substituirt. Dies 
liefert: 

Dieselbe Gleichung nur p oder u für f substituirt (wir 
wollen sie die Gleichungen 82 und 83 nennen und behufs 
Baumerspamiss gar nicht anschreiben), erhalt man übrigens 
aus 80, die erste wenn man mit C multiplicirt, nach / diffe- 
rentürt und die Gleichungen 67 (Z/) beachtet^ die zweite allge- 
meinste folgendermaassen: A) man multiplicirt die Gleichung 
80 mit C und differentürt einmal nach t, B) man multiplicirt 
dieselbe Gleichung mit k:47f und differentürt zwdmal nach 
i, C) man addirt beide Resultate, D) man berücksichtigt die 
Gleichung 68, 67, 63 (C, U, E). Dass jede dieser Glei- 
chungen ihr Analogon für die y- und ;:-Axe hat, bedarf 
kaum der Erwähnung. 

Für «, tr, w und Fy Gj H hatten wir die €rleichungen: 

Die beiden analogen Gleichungen far fj g^ k und p, 
g, r finden wir, wenn wir die letzte Gleichung nach / diffe- 
lentüren und einmal mit ä:, das andere Mal mit C mulü- 
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pliciren; das erste Mal haben wir dann noch die Werthe 



8(C' 
halten : 



84) 
I 65) 



das zweite Mal die 67 (ZX) zu substituiren und t 



dp_ 






Dass die G-leichmigen 80 , 81 , 82 und 83 den allge- 
meinsten Fall einer Wellenbewegung mit Dispersion (yer- 
schiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit für verschiedene 
Schwingongsdauer) und Absorption (Abnahme der Amplitude 
TTfthrend der Fortpflanzung) darstellen, ist bekannt. 

Die Gleichungen 66, 71, 84 und 85 zeigen, dass die ' 
Wellenbewegung transversal ist. In der That, betrachten ■ 
wir zuerst Planwellen, die in der Richtung der s-Äxe fort- 
schreiten, setzen vrir also voraus, dass sämmtliche Grössen 
nur Funktionen von z und t sind, so liefern die Gleichungen 
, 71, 84 und 85: 



Bk 



BS 



dx " 



0. 



Ändere Coordinaten, als die *-Coordinaten sollen aber 
r in diesen Ausdrücken überhaupt nicht enthalten sein. Be- 
rücksichtigt man dies bei Betrachtung der Gleichungen 80 
bis 83, so findet man aus diesen Gleichungen, wie wir es 
in Artikel 87 für bewiesen, dass überhaupt h = w = r 
= 3=0 sein muss. Weder Strömung noch dielektrische 
Polarisation noch elektrische K^raft können also eine Com- 
ponente in der Fortpflanzungsrichtung der Wellen haben. 
Sind die Wellen nicht plan, so können sie doch in einem 
' sehr kleinen Bezirk im Allgemeinen immer als plan be- 
trachtet werden; sie werden also wieder, etwaige singulare 
Stellen ausgenommen, in jedem kleinen Bezirke trans- 
versal sein. 

Die Componenten in den beiden auf der Fortpflanzungs- lhuok, 
• richtang senkrechten Richtungen sind aber vollkommen un- uidi' a 

längig von einander. Was wir uns immer unter /; g, 
' h,p... vorstellen mögen, jedenfalls können wir senkrecht zum 
[ Strahle Linien aufgetragen denken, deren Längen in jedem 
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ÄDgenblicke die Werthe dieser Grössen darstellen. Pie 
Endpunkte dieser Linien werden dann ganz die Bewegungen 
machen, die wir den Aethertbeilcheii in linear polaiisirten 
Lichtstrahlen zuschreiben. Die Endpunkte der Linien 
aber, welche bei elektrischen Wellen, die in der t-Kiubtung 
fortschreiten, Grösse und Richtung der Gesammtpolanaation 
|//^ + 3* oder der Gesammtströmung y«* + u* etc. dar- 
stellen, werden sich ganz su bewegen, wie Aethertheilchen , 
im elliptiach oder circularpolarisirten Lichte. 

95. Betrachten wir zimächat vollkcimmene Isolatoren; i 
dieselben werden am beijuemsten duxch die dielektriacheB 
Polarisationen /, y, // charakterisirt. Da l'ür dieselben \ 
6'=0, so erhalten wir: 



v2-^»- 



i'i'^-'ii'- 




Eb sind dies genau, nur in anderer Welse begründet, 
die Gleichungen, von denen man in der alten Optik aus- 
geht. Die Theorie aller optischen Phänomene, die Dioptrik 
(vergl. Kirchhoff's Vorlesungen über Optik), das Huy- 
gens'sche Princip. die Interferenz-, Beugungs- und Polari- 
sationserscheinungen konnten also hier gerade so ange- 
schlossen werden, wie man sie in jedem Lehrbuche der 
Optik findet. Wir wollen nur ein paar Bemerkungen über 
Planwellen machen, die in der s-Richtung fortschreiten. 

Füi- diese folgt aus den Gleichungen 86), dass / und 
g von einander unabhängige Funktionen von l ± a'^ fik 
sind. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist also für alle 
Schwingunga dauern dieselbe und hat den Werth: 
8^) F=l:y,ii. 

i' Aus den Gleichungen 68 (C) folgt: 

und aus den Gleichungen 40 [Ä): 

Analoge Werthe haben natürlich G und a. Wenn also: 
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Wellen in Halbleitern. 



f-^-H^--^ 



Vk ' 



= 0. 



Die Schwingungen des Momentenvektors erfolgen also 
in derselben Ebene wie die der dielektrischen Polarisatäon 
mit um t:4 verschobener Phase, die Schwingungen des 
Induktions Vektors mit gleicher Phase in derjenigen durch 
den Strahl gezogenen Ebene, welche senkrecht auf der 
Schwingungsebene der früheren Grössen steht. ^) 

96. Wir wollen nun in der Richtung der s-Ase fort- 
schreitende Planwellen in Halbleitern, oder besser in leiten- 
den Dielektricis bebandeln. Zur Charakteristik derselben be- 
stimmen wir wieder f, g h, wofür jetzt die allgemeinen Glei- 
chungen 81 gelten. Die Methode, wie selbe gelöst werden, 
ist bekannt. Man bestimmt ein partikuläres Integral, indem 
man setzt: 

f= Äe , 

worin A, r, |, i? Constante, * = y— 1 ist. Die Substitution 
liefert ohne Weiteres, wenn man mit F^ = 1 : ]fkfi die Ge- 
schwindigkeit der Wellen in einem Medium bezeichnet, für 
welches k und /i dieselben Werthe hätten, aber C=0 wäre; 

' T« F/ "*" i- 



^/^ 



'Fo' 



+ 1 



Ein reelles partikuläres Integrale ist der reelle Theil 
der Exponentielle, welcher liefert: 



') Maxwell, treat. 
t 21, p. 406, 1B86, 



, Scbaik, Arch. nerl. 



Eb ist also die Fortpäanzuugsgeschwindigkeit: 



Für kleine Werthe ? 

Co 



i C würde dies liefern: 



L 



Es ist also die Fortpäanzungageschwiiidiglieit abMngig 
von der Wellenlänge oder Schwingungsdauer ; wir haben 
Dispersion. 

Da nur der negative "Werth von | physikalisch denk- 
baren Grenzbedingungen genügen kann, sinkt die Amplitnde 
in einer Schicht von der Dicke eins auf das f-^fache, in 
einer Schicht von der Dicke einer Wellenlänge um das 
e-*'''&che. Für kleine C ist: 

Wir haben also Absorption. 

Freihch ist das hier gefundene Gesetz der Abhängigkeit 
der Dispersion nicht in Uebereinstimmung mit der Erfahrung. 
Es kann dies auch nicht anders sein, da, wie die Absorp- 
tionsspectra beweisen, hier nicht eine gleichmässige schwache 
Leitungsfähigkeit der ganzen Substanz, sondern eine Ein- 
lagerung kleiner leitender Körperchen in einen Isolator, 
welchem ganz bestimmte Eigenschwingungen zukommen, 
wirksam sein muss. Da unsere Gleichungen den Schwin- 
gungsgleichungen elastischer Körper ganz analog sind, so 
las st sich darauf auch eine ganz analoge Absorptions- 
und Dispersionstheorie , wie in der alten Optik, aufbauen 
(s. Literaturiibersicht) ; doch will ich hier darauf nicht ein- 
gehen und begnüge mich nachgewiesen zu haben, dasa die 
Theorie schon auf unserem Standpunkte wenigstens qualitativ 
den Zusammenhang zwischen Absorption und Dispersion 
wiedersieht. 

Ich bemerke noch, dass Maxwell eine ganz andere 
Erscheinung, die er auch elektrische Absorption nennt und 
die ich einmal dielektrische Nachwirkung genannt habe, eben- 
falls aus der Annahme erklärt, dass in Isolatoren besser 
leitende Partikelchen eingelagert seien. Auch auf diese in- 
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Wellen in Litern. 



tereasaDte Theorie, welche Lodge durch ein sinnreicheB 
Modell erläutert'), kann ich hier nicht näher eingehen. 

Für nicht dielektrisch polariair bare Leiter, wenn es solche 
überhaupt giebt, wäre k — f^g = h = i). Wir könnten also 
die Gleichung 81 nicht verwenden. Da aber die Gleichungen 
82 und 83 ganz dieselbe Form haben, so bleibt also auch 
die Integrationsmethode dieselbe; es wird in den vorher- 
gehenden Formeln A = 0, F^ = oo; j) aber tritt an Stelle 
von /. Die Gleichungen stimmen dann vollständig mit denen 
überein, welche Fourier für die Wärmeleitung fand; die 
Elektricität bewegt sich daher in Leitern nach denselben 
Gesetzen wie die geleitete Wärme,*) Die Formel 88 liefert 
für die FortpÜanzungsgeschwüidigkeit den Werth: 

Die Amplitude reducirt sich bei Durchwanderung der 
Längeneinheit auf den b~ "'''''"fachen Werth; also, da 
die Wellenlänge / = VT—^fx-.Cn ist, bei Durchwanderung 
einer ganzen Welle auf den e ' fachen Werth. Obwohl 
hier natürlich A die Wellenlänge im betreffenden Medium 
ist, die von der in der Luft total verschieden sein kann, 
so sieht man doch, dass schon in sehr dünnen Schichten 
die Wellenbewegung vollkommen erlischt. Während also die 
stationäre Strömung sich wesentlich auf das Innere der Leiter 
beschränkt, ist umgekehrt diese Wellenbewegung wesentlich 
auf das Innere der Isolatoren beschränkt und dringt m die 
Leiter kaum ein. Doch scheint die Theorie der Schirm- 
wirkung der Metalle gegen die Hertz'schen Schwingungen*) 
sowie die Anwendung auf Kundt's Bestimmung der Bre- 
chungsquotienten der Metalle noch grosse Schwierigkeiten 
zu haben. 



') Lodge, Phil. mag. Detembi'r 1876. 
') Maiwell, treatlae vol. IL art. 801. 
") Ebendort voL IL art. 647. 
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97. Wir kommen nun zum schönsten, aber schwie- 
rigsten Kapitel der Max well' sehen Theorie, zur Lehre von 
der statischen Elektricität. Die alte Elektricitätstheorie 
macht sich dieselbe leicht. Sie stellt einfach die betreffen- 
den Gesetze als Erfahrungsthatsachen an ihre Spitze. Hier 
aber müssen wir sie als letzte Consequenzen aus unseren 
Gleichungen ableiten. 

Damit wir überhaupt freie Elektricität erhalten, müssen 
in dem Medium einmal äussere elektromotorische Kräfte 
gewirkt haben. Wir müssen daher zunächst auf die all- 
gemeinen Gleichungen 60 und 64 zurückkommen. Wir 
finden zunächst aus den Gleichungen 60, 63 und 64 {C, 

hungder Bildet man zwei analoge Gleichungen für kv und kw, diffe- 
Zität. renzirt die erste partiell nach x, die zweite partiell nach y, 

die dritte partiell nach z und addirt, so erhält man unter 

Berücksichtigung der Gleichung 66 (b): 

89) A;^^+47r(76 = |, 

wobei 

und auseerdem im homogenen Felde: 

i ri. \ S(X,-X,) d(Y,-X,) djZ^-Z,) 

ist. Setzt man ferner: 



Oleichunf^ der £reieD Elektrioität 



'■) Im inhomogenen Felde ergiebt sieb; 
5C(X.-Z,) fl 0(1-3- 



Sy 



I o\ 



t B nud 8 erhalt man in ganz ahnlicber Weise; 



dn dx Sy dx \ 



"^ dt dy\ 



dr d , 



rPF dk (Pg ök 
df dx dp dy ~ 



da sc^ 



dt> dx 



BJ)ie Gleiobung 92 reap. die daraus für die Trennungsfläcbe eines Lei- 
ters und Nichtleiters folgende versinnUcht Poiucare in seiner Eiec- 
trieiti et oplique, p. 18, indem er f, g, h ah die Componentea der Ver- 
Bcbiebuag der Theilchen eines Fluidums |dea fluide induetcur), p, q, r 
aber als die Geschwindigkeitscompoiientea der Theilchen eines xweiteo 
FlnidumB aui&SHt. Die in Rede stehende Gleichung besagt dann, 
dass aus jedem Volumelemente von dem einen Fluidutn ein gleicbes 
Volumen ein-, als von dem anderen austritt, dasa also beide Fluida 
fbr einander undurchdringlich sind. Wir können dann nach Hortz's 
Vorgang 

df dg dh 

dx dy dx 
ftlt die EHchte der wahren, dagegen 



d lh\ 



By\k} 



Is die Dichte der freien Elektricität bezeichnen. ¥üx letztere hat man; 




I 
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Äehnlich wie wir schon fiir fi in Art. 8' 
Gleichung 70 fanden, folgt aus 89 filr den Fall, dae 
keine äusseren elektrom<jtoiiBi:h(in Kräfte wiHien, also: 

1-0 



Wir können daraus einen ähnlichen Schluss, wie damals 
für 0, nun auch fiir t ziehen, Falls sich das Medium ein- 
mal in dem neutralen Zustande, wo nirgends weder elek- 
trische, noch magnetische Kräfte wirkten, befunden hat um 
seitdem in einem Punkte desselben keine äusseren elektr« 
motorisohen Kräfte wirksam waren, musa daselbst C, 
sein. Dies gilt auch, wenn immer -Y, = X,, Y^ = ¥^, 
Z^ = Z^ war, d. h. wenn, wie die elektromotorischen Kräfte 
der Induktion, so auch die äusseren elektromotorischen 
Kräfte gleichmässig auf die dielektrische Polarisation und 
die galvanische Strömung gewirkt haben. Haben dagegen 
anders beschaffene äussere elektromotorische Kräfte gewirkt, 
so kann und wird im Allgemeinen e einen von Null ver-« 
schiedenen Werth haben. ] 

Wir wollen schon jetzt, natürlich ohne dabei an irgend 
etwas Materielles zu denken, die Grösse e als die Dichte 
der (wahren) Elektricität im betrachteten Punkte bezeichnen. 
Ist dann dr ein Volumelement, welches diesen Punkt ent- 
hält, 80 nennen wir tdr die gesammte in diesem Volum- 
element enthaltene Elektricität. 

99. In dem Augenblicke, wo die äusseren elektromo-i 
torischen Kräfte zu wirken aufgehört haben, wird wieder 
die Gleichung 93 gelten, es wird also e in geometrischer 
Progression und zwar um so rascher abnehmen, je grösser 
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k^ + i^C 



,dc , 



do , 



k\dt Bx dl öy dt dz} 

dO(.x,~x,) acir.-r.) doiz^-z,) _ 



Leiter, leolntoran. 
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["die Leitungsfäbigkeit C und je kleiner die DielekricitätBcon- 

stante k ist. Im voUkommenen, nicht dielektrisirbaren Leiter, 
wo A = o ist, musB daher durchweg f = g~h — o ange- 
nommen werden und es kann sich nach der Maxwell'achen 
Theorie in dessen Innern keine freie Elekfa-icität entwickeln. 
Nur im vollkommenen Isolator, wo C=o ist, haben wir 
nach dem Aufhören der äusseren elektromotorischen Gräfte 
«= (7^, die etwa entwickelte Elektricität bleibt also in je- 
dem Punkte unverändert; sie kann nicht entweichen. Nur 
unter dieser Bedingung ist also dauerndes Auftreten freier 
Elektricität im Innern eines Körpers möglich. 

100. Obwohl wir die Gleichungen, welche an der Ober- 
fläche, wo zwei Körper aneinander grenzen, im Allgemeinen von 
Betrachtungen ausgeschlossen haben, so sollen hier 
doch die folgenden, darauf Bezug habenden Bemerkungen 
Platz finden. Wir denken uns solche Grenzflächen immer 
als continuirlicbe , aber äusserst dünne Uehergangsschichten 
und nehmen daher an, dass f, g, h, u, v, w, p, q, r sammt 
ihren ersten Ableitungen als überall continuirhch betrachtet 
werden können. Wir wollen nun den Vektor der dielek- 
trischen Polarisation mit ®, den der totalen elektrischen 
Strömung mit ß, den der galvanischen Strömung mit fi be- 
zeichnen (s. Art. 88). Dies sind also vom Punkte, um dessen 
f, g u. a. w. es sich handelt, aus gezogene Gerade, deren Pro- 
jectionen auf die drei Coordinatenaxen f, g, h, resp. m, v, w; 
fj), q, r sind. Wir wollen weiter mit dr das Volumelement 
teines beliebigen Systems S von Körpern bezeichnen, welches 
rings von einer in sich geschlossenen Fläche o 
wird, do sei ein Element derselben, t( die an 
nach aussen gezogene Normale. 

Wir berechnen nun nach dem Vorgange Hertz': 
Integrale 



:/'^"-/' 



ddr 



dt 



I wobei die Integration über den ganzen Raum zu erstrecken 
, der von der Fläche o umachloasen wird. Substituiren 
K''wir für t und Ö die Werthe WO und 91, integriren die nach 
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r. differenzirten Ausdrücke partiell nach x und verfahren J 
ebenso mit y und *, so erhalten wir in bekannter Weise:')! 

= rdöftcos(ffi, n). 



-!' 



101. Sei zunächst das System S rings vom freien Aetiier 
umgeben, der sich in sehr grosser Entfernung im neutralen 
Zustande beündet, so kann die Fläche o so construirt 
werden, daas jedes Element derselben in Aether von 
tralem Zustande liegt. Dann werden % und ffi in jedem 
Elemente do den Werth Null haben. Es ist folglich 
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Die gesammte, im System enthaltene Elektricität kann 
sich also nicht ändern. Wird durch äussere elektromoto- 
rische Ki'äfte in einem Punkte Elektricität erzeugt, so 
muss immer dafür an einer anderen Steile ein gleiches 
Quantum der entgegengesetzten Elektricität auftreten und 
man bemerke wohl, dass alles dies, sowie auch alles noch 
folgende nicht etwa Postulate sind, die wir der Erfahrung 
entnehmen, sondern lediglich Conaequenzen unserer Glei- 
chungen, die sich in der Erfahrung bestätigen. 

102. Sei nun das früher betrachtete System S ein 
System von leitenden Körpern, die rings von beliebigen, 
. im Endlichen liegenden Isolatoren umgeben sind, in denen 
die Fläche o verläuft. Dann ist ebenfalle in jedem Flächen- 
elemente derselben p = f;^r = ö = fi = o, und man ge- 
langt wieder zu dem Resultate, dass die gesammte Menge 
der Elektricität in dem Körpersysteme unveränderlich blei- 
ben muss. 

Haben die äusseren elektromotorischen Kräfte zu wir- 
ken aufgehört, so gilt dann im Innern eines jeden mit Lei-' 
tungsfähigkeit begabten Körpers die Gleichung 93; die da- 
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') Vergl. Kirchhoff'B VorleBUngen über Mechanik, 
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AiiH8inml. d. ElectrieitBt an d. Oberfl. eines Leitera. 
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selbst ursprünglich etwa vorhandene Elektricität nimmt also 
je nach der Leitungsf^Jiigkeit rascher oder langaamei' ab. 
Endlich tritt Gleichgewicht ein; dann kann dieselbe nur 
mehr in vollkomnieuen Isolatoren und an der Oberfläche 
der leitenden Körper angehäuft sein, wo wir das Vorhan- 
densein ganz dünner Schichten aouelimen , in denen die 
Grössen k, C und /t variabel sind, weshalb die Gleichung 93 
nicht gilt. 

Wir wollen diese Schichten als die geladenen Ober- 
flächen bezeichnen. Die Gesetze, nach denen sich die Elek- 
tricität im Zustande des Gleichgewichts daselbst ausbreitet, 
und die ponderomotorischen Kraft«, welche bei Elektricitäta- 
ansammlung in Isolatoren und auf der Oberfläche von Lei- 
tern auftreten, bilden dasObject der Elektrostatik ; denselben 
aollen im Folgenden noch einige Betrachtungen gevridmet 
werden. 

103. In dem Gleichgewichtszustände , welchen wir jetzt 

I betrachten, haben alle elektrischen Ströme aufgehört. Es 

I ist also: 



df _di 



dk 



Es ist alles stationär geworden. Wenn man folglich zu 
verschiedenen Zeiten für einen Augenblick einen immer 
gleich beschaffenen Solenoidpol in das Feld hineinbringt, 
BO können auf denselben nicht zu einer bestimmten Zeit 
andere Kräfte, als zu irgend einer andei'en Zeit wirken, 
falls solche Kräfte überhaupt vorhanden sind. Da dieselben 
aber den Grössen a. b, i: proportional sind, so können diese 
Grössen jedenfalls nicht Funktionen der Zeit t sein. Es 
muss also sein; 

Ua db de 



dt ' 



dt ■ 



und die Gleichungen 40 (J) zeigen zunächst, wenn i 
nach t differenzirt, dass 
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die partiellen DifFerentialquotienten einer Funktion t/; nach 
compvMinttn den Coordinaten sind, welche nur die Coordinaten enthalten 
dwragtfii dir kann. Bezeichnen wir diese Grössen mit — P, — 0, "" ^ 

(inner enj t_ la 

tuktromoto- SO erhalten wir: 



0= - 



dt dx 

dQ _ dfff 
dt ^ dy 



"~ dt ^ dx 

Im Isolator, für welchen G= o ist, liefern also die Glei- 
chungen 68 (C): 

4:;r/*= — Ä; «^; Ang^—k-^^ 47th=—k^' 

' dx ^ dy dx 

(Die Ableitungen von F, Oj H nach der Zeit sollen übrigens, 
auch wenn sie nicht partielle Differentialquotienten nach den 
Coordinaten sind, mit — P, — 0, — P bezeichnet werden.) 
In allen Körpern, für welche G nicht gleich Null ist und die 
wir deshalb kurz Leiter nennen wollen, obwohl sie auch 
zugleich dielektrischer Polarisation fähig sein können, hat 
zu Anfang der Zeit die Gleichung 93 gegolten. Im Gleich- 
gewichtszustande der Elektricität ist 2? = g = r = o und da- 
her liefern die Gleichungen 67 (D): 

94) ?5! = ^ = ^ = 
^ dx dy dx ' 

oder t/; = const. In den Leitern ist also auch: 

4:^? € = — k A ^fj = 0, 
während in den Isolatoren 

95) 47t6= — kA'tp 

in denjenigen Punkten einen von Null verschiedenen Werth 
haben kann, wo vormals äussere elektromotorische Kräfte 
thätig waren. 



^) Wenn man die äusseren elektromotorischen Ejr&fte, wie ich 
vorschlug, als die galvanischen und querikischen Kräfte bezeichnen 
würde, so wäre diese etwas unbequeme Unterscheidung zwischen 
äusserer und innerer elektromotorischer Kraft überflüssig. 



■w.] 



Fiaohendichte der ElektridtSt. 
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104. In einer der oben besprochenen elektrisch ge- 
ladenen Oberflächen, deren wenn auch sehr kleine Dicke ö i 
heisBen möge, ändert sich alles sehr schnell in der Rich- 
tung der Normalen. "Wählen wir daher diese nur x-Axe, 
Bo verschwindet daselbst ö^töi/ und dh:d% gegen df-dx. 
Es ist also, wenn do ein Element der Oberfläche und dx 
ein Dickendifferential vorstellt, welches noch gegen die Ge- 
sammtdicke 3 der Oberflächenschichte unendlich klein ist, 
die im Volumelemente da.dx enthaltene Elektricität : 



fr 



-T^ do dx. 



lie gesammte, dem Ob erfliichenel erneute do anliegende Elek- 
tricität ist also; 



do C ^dx^doi/^- 



Q- 






' dnJ 



Die Indices Null und 1 beziehen sich dabei auf die Werthe 
zu beiden Seiten der Oberflächenschicht; n^ und n^ sind 
die beiden jedes Mal von der Oberiläche gegen das Innere 
des an der betreffenden Seite anliegenden Körpers hin ge- 
zogenen Normalen. Es fällt also n^ mit der Richtung der 
►ositiven z-Axe, «„ aber mit der Richtung der negativeu 
IB-Axe zusammeli. Die Grösse 

Ibezeichnen wir als die Oberflächendichtigkeit der Elek- 
tricität im betreffenden Elemente der Oberfläche. 

Bezieht sich der Index Null auf einen Leiter, so ist, 
^e wir sahen dtfjidn^ = 0, daher: 

»7) ,__i-^. 

Eb sind dies die geläufigen Gleichungen der Elektrostatik. 
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Pontieromotorische Kräfte elektrisirter Kugeln; 

deren Abhängigkeit Ton k. 

105. Wir wollen nun noch die Gesetze der pondero- 
motorischen Kräfte zwischen elektrisch geladenen Körpern 

tuktrotta- aofsochen« Wir betrachten zuerst einen ganz specieDen 
wirkm^ Fall. Ein überall hin unbegrenzter Isolator soll Tom neu- 
tralen Zustande ausgegangen sein. Nur in gewissen Gre- 
bieten B sollen während einer gewissen Zeit äussere elektro- 
motorische Kräfte thätig gewesen sein. Dann soll elek- 
trisches Gleichgewicht eingetreten sein. Innerhalb der Ge- 
biete B ist also dann: 
95) -Ä:Ji^r = 43r€, 

während im gesammten übrigen Kaume 
98) Jip = o ist 

106. Wir wollen zunächst das Problem noch weiter 
specialisiren: 

Erstens: Das Gebiet B soll eine sehr kleine Kugel vom 
Centrum O sein. Die äusseren elektromotorischen Kräfte, 
0ieichf»mäg welche darin gewirkt haben, sollen nach allen von O aus- 
'''j^^' gehenden Bichtungen vollkommen gleichmässig thätig ge- 
wesen sein, so dass alles rings um den Punkt O herum 
vollkommen symmetrisch ist. Eine Spur von Leitung muss 
dabei das Abfliessen der anderen Elektricität in's unendliche 
ermöglicht haben, oder diese muss auf einen Leiter über- 
gegangen sein, der dann mechanisch entfernt wurde. Es ist 
dann i/; nur Funktion der Entfernung r des Au^unktes vom 
Punkte O und muss ausserhalb der Kugel gemäss der 
Gleichung 98 die Form haben: 



99) 


7+^' 




folglich ist: 

- kAx 


kAy 


, kAx 
4nr^ 



^iS^M' Zweitens : Das Gebiet B soll nun aus zwei derartigen Ku- 
^'^^h^^"*' geln mit den Centren und (7 bestehen. Die Entfernung 



Zwei gleiehfSrmig elektrkirte Kngeln. 



des Aufpunktes von und (J soll r resp. r heiaeen. Wir 
genügen oifenbar den Gleichungen, wenn wir jetzt im ganzen 
Räume, mit Ausnahme des Innern der Kugeln setzen: 



100) 



'/'=, +v 



Da diese Lösung, sowohl in der unmittelbaren Nachbar- 
schaft des Punktes 0, als auch in der des Punktes ö un- 
endlich nahe mit der Lösung 99 zusammenfällt, so ist wohl 
kein Zweifel, dass sie dem Falle entspricht, dass beide 
Kugeln gleichmässig elektrisirt worden sind. Der exacte 
Beweis hierfür kann natürlich nur aus den Gleichungen 95 
und 96 geliefert werden, und zwar müsste, wenn die Ku- 
geln aus isolirendem Materiale bestehen, die ganze Elek- 
trisirung derselben, also die Werthe von e und i\ im Innern 
und an der Oberfläche der Kugein gegeben sein. 

Durch das Vorhandensein dieser beiden elektrisirten 
Kugeln erfährt das ganze unendliche Dielektricum eine ge- 
wisse dielektrische Polarisation, um dieselbe zu berech- 
nen, führen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein 
und bezeichnen die Coordinaten der Punkte und Cf mit 
-|- 6, 0, o und — l, o, 0, so dass die geradlinige Entfernung 
OO = B= 26 ist. Die Coordinaten des Aufpunktes P be- 
zeichnen wir mit x, y, %; die Componenten der dielelektri- 
Bchen Polarisation daselbst werden die Werthe haben: 









kÄ'y 






Die gesammte, durch die dielektrische Polarisation erzeugte 
Energie ist nach Formel 61 (« in Art. 88): 



102) 






m 



114 Dreizehnte Vorlesung. [106. 

Da ausser der dielektrischen Polarisation sonst keinerlei 
elektrische oder magnetische Störungen im Felde vorhanden 
sind, so stellt dies offenbar den Gesammtwerth der elektro- 
magnetischen Energie des Feldes dar. 

Führt man für f, g, h die obigen Werthe ein, so stellt 
sich n als Summe dreier Glieder dar, von denen das erste 
iZj den Faktor A^, das zweite U^ den Faktor Ä^, das 
dritte n^ den Faktor ÄÄ hat. Es ist dann der Gesammt- 
werth: 



wobei : 



103) 



kA^ rdx 






Wir berechnen zuerst: 

kAA' r, a;«-6« + y* +*«. 



jj __ fcAA' r, a;' - ft' + y 

^^3 - -j^j «^ h7»^ 



Behufs Ausführung der Integration wollen wir zur Be- 
stimmung der Lage des Aufpunktes P cylindrische Coor- 
dinaten einfuhren, indem wir setzen: 

y = p cos & und z = Q sin &, 
woraus, wenn die Integration nach & sogleich durchgeführt 
wird, folgt: 

6/r = 2nQdQdx, 

Da im Ausdrucke ZTg die Grösse unter den Integralzeichen 
für negative und positive Werthe von x denselben Werth 
hat, so kann man die Integration bezüglich x von Null bis 
00 statt von — oo bis + oo erstrecken und mit 2 multi- 
pliciren und erhält so: 

ZTg = kAÄ fax fodg '''"^^'^^' . 



Wir fuhren hier zunächst statt p die neue Variable 

w = a;2 + p2 + ^2 

ein und erhalten: 



Zwei gleichförmig elektrisirte Kugeln. 



''P'!'" v¥. 



Das unbestimmte Integrale nach m hat den Werth: 



Das bestimmte zwischen den Grenzen j** + 6* und od ge- 
nommene Integrale hat also für a; < fc den Werth Null, für 
X > b aber den Werth 1 : x^. Es ist also: 



71, =kÄÄ' fi^ = 
3 J 2^' 



I 



Es Bollen nun die beiden elektrisirten Kugeln an sich voll- 
kommen unverändert bleiben, nur die Entfernung e ihrer 
Centra soll um Se abnehmen. Man sieht leicht, dass dann 
i7^ und IT^ vollkommen unverändert bleiben, nur /7j 
wächst um 

s n ~ '■^■^ ■'' 

Da sonst keine Energiequelle vorhanden ist, so muss diese 
Energie durch Arbeit gewonnen worden sein, welche die 
auf beide Kugeln von aussen wirkenden ponderomo tori- 
schen Eräfte geleistet haben. Um also die Centra beider 
Kugeln in den Punkten und 0' featzuhalteo , muss auf 
jede Kugel von aussen eine pondero motorische Kraft K 
wirken, welche die Entfernung c zu verkleinern strebt. Die 
Arbeit dieser Aussenkräfte bei der Abnahme von c um Se 
ist also K. So, und da diese Arbeit die einzige Quelle für 
den oben gefundenen Energiezuwachs ist, so muss sie dem- 
selben gleich sein, woraus folgt: 

104} A' = ^^' ■ 

Diese Kraft muss von aussen wirkend die beiden Kugeln 
gegeneinander treiben, um sie in ßuhe zu erhalten; die 
Kugeln seihst werden sich daher mit einer gleichen Kraft 
scheinbar abstossen. 
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Euktricitäu- 107. Nun erst wollen wir zur Berechnung von 11^ und 

einer uittn- ü^ schrciton. Dioso Grössou werden unendlich, wenn wir 

^'' exact bis zu dem Punkt und O integriren. Es zeigt 

uns dies an, dass die Energie des Mediums unendlich werden 

muss, wenn endliche Elektricitätsmengen in mathematischen 

Punkten angehäuft werden sollen. 

Wir müssen daher jetzt die unmittelbare Umgebung 
der beiden Punkte und 0' ins Auge fassen. Sei, wie 
es praktisch am häufigsten vorkommt, sowohl im Punkte 
als auch im Punkte O eine kleine leitende elektrisirte 
Kugel vorhanden, a und a seien die Radien der beiden 
Kugeln; dann kann in deren unmittelbarer Umgebung in 
der Gleichung lOü das Ä' enthaltende Glied vernachlässigt 
werden. Es folgt also für r ^ a\ 

dtp ^ ji 

dr ^2 ' 

während man für r < a im Innern eines Leiters ist und 
also hat: ^^ 

Wir wollen die Werthe, welche diese beiden DiflFerential- 
quotienten unmittelbar an der Oberfläche der Kugel an- 
nehmen, durch die Indices 1 und Null bezeichnen, so dass 
man also hat: 

In der Formel 96 ist jetzt zu setzen: 

dy; __ (dy;\ 
dn, '" \drj^ 

dip l4'^\ 

woraus sich ergiebt: 



kÄ 
V = 



Für diß gesammte, auf der Kugel befindUche Elektricitäts- 
menge ergiebt sich also der Werth: 




El ektricitatamenge 

EbeuBo ändet man für die auf der anderen Kugel befind- 
liclie Elektricitätamenge den Werthi 

IT = kA' 

und die Formel 104 geht über in: 

EE- 



106) 




Nun kann auch 77, berechnet werden. Da sich das Innere 
der Kugel in normalem Zustande befindet, so liefert die 
Formel 103: 



2 j V 



Man sieht, dass die ü-üher gemachte Annahme in der That 
berechtigt war, daas i7j und 11^ nicht Funktionen von 
c sind. 

108. Es wird praktisch selten vorkommen, aber immer- e 
hin auch mögHch sein, dasa die beiden Kugeln von der- . 
selben Substanz wie der umgebende Kaum erfüllt sind, und " 
dasa Kräfte thätig waren, welche das Innere dieser Kugeln 
elektrisirt (z. B. gleicbmässig mit Elektricität von der con- 
stanten Dichte e erfüllt) haben. 

Da die Kugeln unendlich klein sind, kann man im 
Innern der einen immer den Einäuss der anderen vemach- 
Es wird daher nach Gleichung 95 



A^ 



'' rfr" ' 



A 1^ _ _ 4ns_ 



" dr 



conat. 



Daher : 

1/.'= -2nBr^ : 3 t, 
da ^ für r = nicht unendlich werden darf und eine ad- 
ditive Conatante keine Rolle spielt. Soll jetzt an der Ober- 
fläche der Kugel keine Elektricität angehäuft sein, ao 
müssen die beiden Grössen; 

m = _ liii? .,.,1 cm = _ 4. 



Sit 



und 



K^rl, 



den gleichen Werth haben, 



folgt: 
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Die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricität abi 

hat den Werth: 

E=4na'e : 8 = t J, 
■welcher mit dem früher gefundenen übereinstimmt, 
i,'. 109. Die Formel 105 zeigt, dass die ponderomotorische 

Kraft dem k verkehrt proportional ist, also in demselben 
Verhältnisse kleiner wird, je grösser k ist, wenn gleiche 
Elektricitätsmengen in verschiedenen Medien aufeinander 
wirken. Wenn man die Versuche, durch welche die Bta-*' 
tische Einheit der Elektricität bestimmt wird, in anderen 
Medien als Luft ausführen würde, so würde dieselbe der 
Wurzel aus k direct proportional, also die Zahl, welche 
die gleiche El ektricitäts menge statisch ausdrückt, dieser 
Wurzel verkehrt proportional herauskommen. Da wir iden- 
tische Formeln für Magnetpole erhalten werden, so gut 
dasselbe bezüglich der Constante ft für Magnetpole, d. h. 
für Solenoidpole , welche in das neue Medium gebracht, 
werden, ohne dass der Stoff, welcher das Innere der Draht-, 
ringe erfüDt, gewechselt wird. 

Aus der Formel 79 dagegen folgt, dass die elektro- 
dynamischen und aus Formel 74, dass die Induktions- 
wirkungen gleicher Ströme in verschiedenen Medien dem fi. 
direct proportional , daher die elektrodynamische Strom- 
einheit y^ verkehrt proportional ist. Dasselbe gilt natür- 
lich auch von Solenoiden, wenn das Medium sowohl in der 
Umgebung als auch im Innern beider gewechselt wird. Die 
Wirkung eines Stromes auf ein Solenoid, in dessen Innern 
das Medium nicht wechselt (Magnet), also auch eines Sole- 
noids, in dessen Innern das Medium wechselt, auf ein an- 
deres Solenoid, in dessen Innern das Medium nicht wechselt, 
bleiben unverändert. Die elektromagnetische Stromeinheit 
aber ist y^ verkehrt proportional, da die Einheit des 
Magnetismus dieser Grösse direct proportional ist; je mehr 
Magnetismus aber, desto weniger Strom braucht man zur 
Erzielung der gleichen Kraft, 



I 
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statisches und magnetisches Maass. Elektrosta- 
tische Kräfte allgemein. Magnete. Schluss. 



110. Es wird bei der Klasse von Erscheinungen, welche 
wir jetzt betrachten, am naturgemässesten sein, die Ein- 
heit von E 80 zu wählen, dass, wenn jede der Kugeln mit 
ibr geladen ist, sie in der Distanz 1 die Abatossung 1 in 
Luft aufeinander ausüben. Dann wird Constante k für 
Luft den Werth eins haben und man erhält aus 105: 

107) K^^^p- 

Der Index s wurde beigefügt, weil wir dieses Maassaystem 
das statische nennen. Die Constante des Ampere'schen 
Gesetzes wird dann keinen einfachen Zahlenwerth annehmen; 
sie ist nach bekannten Methoden bestimmt worden und da 
diese Bestimmungen alle in das Gewand der alten Theorie 
gekleidet sind, so muss ich ihre Resultate hier auch vom 
Standpunkte der alten Theorie vortragen. 

111. Ich will da eine kleine Gedächtniashülfe mit- ^ 
theilen, durch welche man, wenn man gerade kein Lehr- 
buch zur Hand hat, sofort die Umrechnung des atatischen 
ins magnetische Strommaass im Kopfe ausführen kann. 

Wir denken uns zwei atatisch gemessene Elektricitäts- 
mengen 1 in der Entfernung p = 1. Dieselben atoasen aich 
mit der Kraft 1 ab. Nun sollen sie beide mit der Ge- 
schwindigkeit V gleichgerichtet und senkrecht zu p bewegt 
werden. Sie stellen dann gleichgerichtete Stromelemente 
von der Länge 1 dar, deren statisch gemessene Stromin- 
tenaitat ». = v ist.') 

■) Wären in einem langen Drahte in Punkten, die den Abstand 1 
hätten, je Elekricitätamengen 1, die sich mit der Geaphwindigkeit v 
bewegten, ao würde daselbitt die atatische Stromatärke p herrschen. 
Wäre die Längeneinheit des Drahtes mit der statischen Elektricitäts- 
menge ein« geladen, und würde aich der Draht aammt seiDer Ladung 
mit der Geschwindigkeit in seiner Richtnng bewegen, no wäre die 
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Sie üben jetzt auch eine elektrodynamische Auztehung 
aufeinander aus und diese wird Dach dem örassmann'- 
schen Gesetze gleich der elektrostatischen Abstossung, wenn 
die magnetisch gemessene Stromin teusi tat gleich 1 ist. Be- 
zeichnen wir daher den Werth, welchen n in diesem Falle 
imnimmt, mit B, so ist jetzt die magnetisch gemessene 
Stromintensität i„ = 1 , die statisch gemessene aber i, = D; 
da aber die Zahlen, welche man erhält, wenn man die 
Stromintensität einmal in dem einen, das andere Mal in 
dem anderen Maasse misst, offenbar einander proportional 
sein müssen, so muss für jeden Strom 
i = »■ M sein. 

Da beide Maasssysteme so gewählt sind, dasa die Con- 
stante des Joule'schen Gesetzes gleich 1 wird, so ist, wenn 
e die elektromotorische Kraft bedeutet: 

fl. I. = ß,» f'm oder e, = «„ : fi. 

Da endüch auch die Gonstante des Ohm'schen Gesetzes 
in beiden Maasasyatemen gleich 1 ist, so hat man, wenn oi 
den Widerstand bezeichnet: 

*, flj, : e, = *„ u„ : e„ , also w, = w„ : Ö *■ 

Nun sahen wir, dasa nach dem Ampöre'schen Gesetze 
die Anziehung, welche zwei Stromelemente aufeinander aus- 
üben, den Werth hat: 

'^dsd«' f(> __ o„ „■! _ i.i'.dsdK' ( 



a^e 



6()(, 



Vergleicht man dies mit der Formel 79, so findet man, 
dass die Gonstante /i für Luft im elektrostatischen Maasse 
gemessen den Werth /i, = 1 : Ö ^ haben muss. 
Portpftm- 112. Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elefc- 

nA^Sifffeit irischen Wellen in einem nichtleitenden Dielektricum fanden 

n wir den Werth: F= 1 : y^ 

Wenden wir das elektrostatische Maasssystem an, so ist 
für Luft: ;u, = 1 : »', k. = l daher r = D. 

1 13. Natürlich könnten wir auch das in den ü-üheren Vor- 



elektrostatische Abetossmig auf einen parallelen, gleich geladenen und 
gleich bewegten gleich der elektrodynamischen Anziehung ihrer Con- 
TecttonBströnie. 



Selbatpotentiftl einer elektriairteii Kugel. 
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lesimgeu angewendete magnetische Maasseystem gebrauchen. 
Man kann ja nach dem Vorgetragenen ohne Weiteres dfidt. 
was ja eine Stromstärke darstellt, in magnetiachem Strom- 
inaasse messen, daraus durch Integration nach l die Grössen 
f, g, h und folghch auch e, i; und E (z. B. die Ladung eines 
Condensators) im magnetischen Maasse ausdrücken (vgl. 
vierte und fünfte Vorlesung). 

Würde man diesen Weg einschlagen , so hätte die Con- 
stante ft den Werth: 

Man findet dann aus den Betrachtungen des Art. 111, daas die 
Constante k der Formel 105 nicht gleich 1 , sondern gleich: 

^ = 1 :» = 
ist. Denn die Grössen E und E' dieser Formel verhalten 
sich wie fidt, also wie i. Wir fanden aber: 
i, = !„5, daher auch E, = E„1^, 
daher Üefert die Formel 107: 

Dies mit Fonnel 105 verglichen, liefert den eben an- 
geführten Werth für ä„. Für die Fortpflanzungageachwindig- 
keit der Wellen in Luft ergiebt sich jetzt: 

1 : Vi^J^- 
Also natürlich derselbe Zahlenwerth wie früher. 

Die Formel 106 liefert bei Anwendung des elektro- s=i6xi»(w- ' 



dies ist bekanntlich das Selbstpoteutial der auf einer Kugel 
aufgehäuften Elektricität, also die gesammte, zu ihrer La- 
dung erforderliche Arbeit, welche hier nothwendig gleich 
der im Medium vorhandenen Energie der dielektrischen 
Polarisation sein musa, da wir' Fernwirkung ausschtiessen 
und im Lmern der leitenden Kugel der neutrale Zustand, 
also keine Energie vorhanden ist. 

114. Nun können wir leicht die ponderomotorischen -li'»™ 
Kräfte finden, welche beliebige Elektricitäten auf beliebige dw fct 
andere ausüben. Man denke sich zu diesem Zwecke zwei iiAc^ei 
Systeme elektrischer Ladungen gegeben. Das erste System 



\ 
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wobei : 



soll dadurch bestimmt seio, dass gewisse Volumelemente " 
dr gewisse ElektricitätemeDgen «j t/r, gewisse Flächenele- 
mente do ebenfalls Elektricitätsmengen ii^do enthalten; das 
zweite dadurch, dass gewisse andere Volumetemente Elektri- 
citätsmengen e^rfr, gewisse Flächenelemente Elektricitäts- 
mengen tjgdo enthalten. Das Gesammtpotentiale i/i in einem 
Aufpunkte ist dann eine Summe, i/i, + i^-^, wobei i//; das 
Potential ist, welches herrschen würde, wenn nur das erste . 
System , i}<^ wenn nur das zweite System elektrischer Masseur 1 
vorhanden wäre. Die Gleichung 102 liefert dann wieder: j 
/7 = 77j + 77, + 77^, 

3 inj [dx 8x ' öy dy ^ dx flsj 

77j ist lediglich Ton der Lage der elektrischen Massen dea 1 
ersten, 77, von der des zweiten Systems abhängig, 77, da- 1 
gegen stellt die Energie der Wechselwirkung beider Sy- 
steme dar. 

Bleiben die Massen des ersten Systems gegeneinander 1 
unverrilckt, ebenso die des zweiten und ändern nur die 1 
beiden Systeme ihre relative Lage, so ändert sich daher 1 
nur 77g und seine Veränderung giebt die dabei geleistete [ 
Arbeit. 

Die partielle Integration des obigen Ausdruckes für \ 
77„ aber liefert nach bekannten Methoden: 



77,= 



i^J '3 dn i^J '^ ^1 



wobei do ein Element einer beliebigen Trennungsäächa ] 
zweier Körper, n sowohl auf der einen als auf der anderen \ 
Seite die von do weg gegen das Innere des an der betref- 



Experiment. BeetlminnDg der IKelektricitSteconstAnte. 

fenden Seite angrenzenden Körpers hin gezogenen Normale 
Toretellt, 

Da nun ip dem entspricht, was man in der alten Theorie 
das Potential auf die Elektricitätsmenge I oder kurz die 
Potentialfunktion genannt hat, so ist der zuletzt gefundene 
Ausdruck das gesammte Potential des einen Systems elek- 
trischer Massen auf das andere. Seine Veränderung drückt 
die geleistete Arbeit aus. Seine Ableitungen nach den ver- 
schiedenen Coordinaten liefern also die Kräfte. 

115. Wir wollen nun wieder einen kurzen Blick auf»»»'''" 
Erscheinungen werfen, die wir im Allgemeinen von der Be- oirific 
trachtung ausgeschlossen haben. Wir denken uns ein recht- 
winkliges Coordinatensystem. Die y'i'-Ebene soll eine sehr 
grosse leitende Ebene darstellen. Der Raum, welcher die 
Punkte umfasst, deren Abcissen zwischen Null und /, liegen, 
soll mit einem Dielektricum erfüllt sein, in welchem k 
den Werth kg hat; ebenso der Raum, welcher die Punkte 
umfasst, deren Absciasen zwischen l^ + d uud \ + d + l^ 
liegen. Der Raum dagegen, welcher die Punkte umfasst, 
deren Abscissen zwischen den Gfrenzen /, und l^ + d liegen, 
soll mit einem Dielektricum, für welches k den Werth k-^ 
bat, erfüllt sein; endlich soll die Fläche, für welche x gleich 
1^^ + l^ + d ist, die Begrenzungsßäche eines zweiten Leiters 
sein, welcher sich nach der Seite der wachsenden Abscissen 
hin erstreckt. Bis auf die Punkte in der Nähe des Randes 
der leitenden Platten, welchen wir allenthalben unendlich 
weit entfernt voraussetzen, wird g = h = 0, f aber nur eine 
Funktion von x sein. Es seien alle elektrischen Ströme 
und Oscillationen abgelaufen, so dass die Gleichungen 
des Art. 103 gelten. Der Ausdruck A^fi reducirt sich da- 
her auf 



Beide Dielektrica sollen aus dem normalen Zustande, ohne 
dasa im Innern derselben durch Reibung etc. Elektricität 
entwickelt wurde, in ihren jetzigen Zustand Übergegangen 
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sein. Dann ist nach dem Gesagten daselbst überall € = 0; 
daher nach Gleichung 98 auch 

108) g = 0. 

Wenn wir die Grenzschichten als dünne üebergangsschichten 
au£Eassen, so gilt das Gleiche auch von jedem Punkte im 
Innern einer Grenzschicht Ueberall ist « = 0; daher muss, 
wenn die Schichtendicke sehr klein wird, auch i; = sein. 
Die letztere Bedingung liefert mit Rücksicht auf die Glei- 
chung 96: 

welche Gleichung auch bei allen anderen Problemen an 
der Trennungsfläche zweier Dielektrica erfüllt sein muss, 
wenn daselbst niemals durch Reibung etc. Elektricitat ent* 
wickelt wurde. Da dtp : dn an der Grenzschicht einen 
endlichen Sprung macht, muss \f) selbst continuirlich sein. 
Sei furx = 0, t/; = 0;furrc = ij+/2 + c? aber habe \p einen 
gegebenen Werth W, Den Werth des t/' für < x < /^j 
bezeichnen wir mit t//^, dann ist also: 

Für l^ <x <\+ d muss \p die Form \p^ = Bx + C haben. 
Für die Ebene x = /j ist: 

^=— ^ = — ^ ^^ =z ^^* = B 

dfiQ dx ' dn^ dx ' 

daher liefert die Gleichung 109: 

k^B'-k^A=^0. 
Da xp selbst continuirlich ist. so folgt: 

Wendet man dieselben Bedingungen auf die Ebene x = 1^^ + d 
an, so ergiebt sich fiir: 

l^+d<x<l^+d + l^ 

für %p der Werth: 



wobei 2 = /j + ig gesetzt wurde. Da in der Ebeoe x = l + d 
wieder ein Leiter beginnen soll, so ist die auf der Fläche 
5 desselben angehäufte Elektricität nach Gleichung 97 zu 
berechnen und hat den Werth : 



Daher ist: 
110) 



= "5-5fi.S=4^5^V 






Dieser Quotient heisat die reciproke Capacität des aus 
beiden leitenden Platten zusammengesetzten Condensators, 
wenn die gesammte Fläche jeder Platte gleich 5 wäre. Ist 
das erste Dielektricum Luft und misst man im elektrosta- 
tischen Maasse, so wird: 

/f(, = 1 

und man findet daher für die reciproke Capacität 



Hätte Aj denselben Werth, wie für Luft, so wäre die reci- 
proke Capacität: 



:=¥' + ■'■ 



Der Umstand, dass ein Theil der Zwischenschicht durch 
ein von Luft verschiedenes Dielektricum gebildet wird, hat 
also denselben Effect, als ob die Dicke d der Schicht, 
welche von dem Dielektricum erfüllt wird, im Verhältnisse 
1 : i^ vermindert wäre. Ist bei unveränderter Distanz der 
leitenden Platten der Zwischenraum zwischen denselben 
einmal ganz mit Luft, das andere Mal ganz mit jenem von 
Luft verschiedenen Dielektricum erfüllt, so ist die Capacität 
im zweiten Falle ij mal so gross, worauf bekanntlich die 
einfachste Bestimmungsmethode der Dielektrisii'ungszahl 
oder D j el ektricitäts CO n staute k beruht. 



Vienwhnte Voriwun^. 



116, Setzen wir; 

80 erhalten wir für diese Grössen ganz ähnliche Gleichuti- j 

gen, wie die soeben ditciitirten flir einen vollkommenen ] 
Isolator bei Abwesenheit äusserer elektromotorischer Kräfte I 
geltenden, nur dass an Stelle von f, g, A, P, 0,^1 
i; 4jij ^1 jetzt der Reihe nach treten a, b, c, ce, ß, 
4nft, if. Ausserdem erscheint in den Gleichungen, welche | 
wir die Stokes'schen nannten, das Zeichen verkehrt, 
ob das Coordinatensystem in sein Spiegelbild verkehrt wäre 
und in den Dielektrisirungs - und Maguetisirungsgleichungen 
bei den Constanten der Faktor 4» mit 1 : 4ji vertauscht. 
Man hat nämlich: 



J) 



_dQ SR 



C) 4nf=lcP, 



'dt du 



F-) 



= fia.\ 



•miu. Dies beweist, dass die Wirkung von Solenoidpolen in Me- I 
dien, wo die Constante /t verscbiedene Werthe hat, in ganz I 
analoger Weise modificirt wird, wie die Wirkung der freien 
Elektricitat der Medien mit verschiedenen k. So sahen wir, 
dass die Trennungsfläche zweier Medien, in denen k ver- 
schiedene Werthe hat , unter dem Einflüsse elektrischer 
Kräfte sich so verhält, als ob dort fern wirkende Elektri- 
citat vorhanden wäre; analog wird die Trennungs fläche 
zweier Medien mit verschiedenen Werthen von fi sich so 
verhalten, als ob dort Solenoidpole (Magnetismen) vorhanden 
wären. 

Wir nannten f, g, h die Componenten der dielektrischen 
Polarisation oder des dielektrischen Momentes der Volum- 
einheit, P, Q, B die Componenten der elektrischen Kraft 
(wirkend auf die Elektricitätsmenge 1), -tp das elektrische 



') Ueber dieae Analogie vgl. Rowiand, Amer. jour^i. of matk., 
vol. II, p. 854; vol. in, p, 89, 1879 und 1330. 
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Potentiale {ebenfalls auf einen Aufpunkt, in dem sich die 
Elektricitäts menge 1 befindet), k die Dielektrisirungszaht 
oder Dielektricitätaconstante. Gerade ho aollen jetzt a, ß, y 
die Componenten der magnetischen Polarisation oder des 
magnetischen Momentes der Volumeinheit, o, b, c die der 
magnetischen Kraft, ip das magnetische Potential, fi die 
Magnetisirungszahl oder Magnetisirungsconstante heissen. 
An Stelle der atatischen Elektricität tritt aber jetzt die 
Wirkung von Solenoidpolen. Permanente Magnete denken 
wir uns immer als Systeme yon Molekülen, die solenoid- 
artig von elektrischen Strömen umfiossen sind. 

Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
"Wellen in Isolatoren können wir jetzt schreiben: 

daher flir die Brechungsexponenten: 
112) 1): F = ]/4.^„. 

Wir haben nun die Formeln entwickelt und uns so 
weit orientirt, dass wir deren Bedeutung kennen gelernt, 
uns von ihrer Ueh er ein Stimmung mit der Erfahrung im 
Allgemeinen überzeugt und sie zur Anwendung auf sämmt- 
liche Probleme der Elektrostatik und Elektrodj-namik, der 
Lehre von den elektrischen und optischen Schwingungen 
zurecht gelegt. Wir haben gewiasermaassen die Tafel ge- 
deckt, die Speisen zubereitet und ab und zu verkostet; 
haben aber keine Zeit mehr, uns zu Tische zu setzen. 
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Zweiter Anhang. 



Zusammenstellung der Bezeichnungen dieses Buches mit denen 
Helmholta'a fBorchardt'a Journal 72. p. 57. 1870), Stefan's 
(Wien. Sitzongsber. 70. p. 589. Dec. 1874) und Hertz's (Göttinger 
Nachrichten 19. März 1890. Wied. Aun. 40. p. 577. 1890.) (Schlüssel). 



In den wenigen Füllen, wo »ich die Bezciclinungcn MaxweU's 
mit denen des vorliegenden Buches nicht genau decken, sind die 
ersteren (speciell die in dessen Treatise on Electr. angewandten) in 
eckiger Klammer beigefügt Da namentlich die nelmhoitz'sclte 
Theorie vielfech von der Maswell'schen abweicht, ist die Ueberein- 
stimmung der zugeordneten Bezeichnungen oft keine vollständige. 
Wo (lies beäondera stark hervortritt, wurde ein Fragezeichen beige- 
fügt Zwei Prsgezeiehen bedeuten eine völlige Verschiedenheit beider 
Begriffe, die nur einer gewissen Analogie wegen in Parallele gesetzt 
wurden. 
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Besonders zu bemerken ist, dass man aus Helmholtz 's Formeln 
die Mazweirschen erhält, wenn man in ersteren & und e schon für 
Luft und daher auch fär alle anderen Körper gross gegen die Ein- 
heit, k aber gleich Null setzt 
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matiflch-physikalische Exkurse. 1867. — Über die Grenzen der Leistungs- 
föhigkeit der Mikroskope. 1873. — Die theoretische Grenze für die 
Leistungsfähigkeit der Mikroskope. 1871. — Zur Theorie der anomalen 
Dispersion. 1874. ^ PhyBlologisobe Optik: Beschreibung eines 
Augenspiegels zur Untersuchung der Netzhaut im lebenden Auge. 1851. — 
Über eine neue einfachste Form des Augenspiegels. 1852. — Über eine 
bisher unbekannte Veränderung am menschlichen Auge bei veränderter 
Akkomodation. 1853. — Über die Akkomodation des Auges. 1856. — 
Über ParbenblindheiL 1859. — Über die Kontrasterscheinungen im Auge. 
1860. — Über die Bewegungen des menschlichen Auges. 1863. — Über 
die normalen Bewegungen des menschlichen Auges. 1863. — Über die 
Form des Horopters, mathematisch heHtimml. 1862. — Über den Horopter. 
1864. ^ Bemerkung über die Form des Horopters. 1864. — Über den 
Einfluss der Haddrenung der Augen auf die Projektion der Eetinalbildar 
nach aussen. 1864,. — Das Telestereoakop. 1857. ^ Über stereoskopischea 
Sehen. 1865. — Über die Bedeutung der Konvergenzstellung der Augen 
für die Beurteilung des Abstandes binocular gesehener Objekte. 1878. — 
PhysluloglBClie AkUBtlk: Über die Mechanik der Gehörknöchelchen. 1867. 

— Die Mechanik der Gehörknöchelchen und des Trommelfelles. 1869. — 
Über die Schal lach wingungen in der Schnecke des Ohres. 1869. — 
Erkenntnistheorie : Über die Natur der menschlichen Sinnesempfindungen. 
1862. — Über die thatsächlichen Grundlagen der Geometrie. 
Über die Thatsachen, die der Geometrie zum Grunde liegen. 
Über den Ursprung und Sinn der geometrischen Sätze. 18T8 
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siologie: De FabrieaSystematiHnersufliEvertebratorum. 1842. — Wärme, 
physiologiacb. 1845. — Über das Wesen der Fäulnis und Gftrung. 1843. 

— Über den Stoffvecbrsuoh bei der Muskelaktion. 1845. — Über die 
Wärmeenl; Wickel uns bei der Muakelaktion. 1847. — Meaaungen Über den 
zeiüicben Verlauf der Zuckung animalisclier Muskeln uud die FortpSan- 
KungHgeschwindigkeit der Reizung in den Nerven, 1850. — MeHBungen 
über FortpflanzQngsgescliwiudigkeit der Reizung in den Nerven. Zweite 
Beibe. 1853. — Über die Methoden, kleinste Zeitteile_ zu messen, und 
ihre Anwendung für phyBiologiache Zwecke. 1850. — Über die Geschwin- 
digkeit einiger Vorgänge in Muakeln und Nerven. 1855. — Die Eeaul- 
tate der neueren Forschungen über tierische Elektrizität. 1852. — Ver- 
suche über das Muskelgeräusoli. 1864. — Über den Muakelton. 1866. 

— Mitteilungen, betreffend Versuche über die FortpflauKungsgeach windig- 
keit der Reizung in den motorischen Nerven des Meusehen. 1867. — 
Neue Versuche über denselben Gegenstand. 1870, — Über die Zeit, 
welche nötig ist, damit ein Gesichtsei« druck zum Bewusstsein kommt. 
1871. — Über die Bewegungen des Brustkastens. 185li. — Die Wir- 
kungen der Muskeln des Armes. 1856. — Nachtrag' nenester Abhand- 
lungen: Die Thermodynamik chemischer Vorgänge. 1882. — Zur Thermo- 
dynamik chemischer Vorgänge. 1882. — Über absolute Massysteme für 
elektrische und magnetische Grössen. 1882. 



Eärchhoff, G-., Gesammelte Abhandlungen, gr. 8. 

Vin, 641 Seiteu mit 1 lith. Talel, 1 Spektraitalel und 
Porträt in StablBtich. 1882. Jt 15.— 

Wie die Sammlung der v. Helmholtz'schen, so enthält auch vor- 
stehende Ausgabe der Kirchhoff'nchen Abhandlungen einen unveränderten 
Wiederabdruck der aeit 1845 an verschiedenen Orten veröffentlichten Ar- 
beiten. Dieselben sind nach verwandtem Inhalt geordnet und nachstehend 
verzeichnet: 

Über den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine Ebene, 
insbesondere durch eine kreisförmige. 1845. — Nachtrag zu dem vorigen 
Aufeatze. 1848. — Über die Auflösung der Gleichungen, auf welche 
man bei der Untersuchune der linearen Verteilung galvaaificher Ströme 
geführt wird. 1847. — Über die Anwendbarkeit der Formeln fiir die 
Intensitäten der galvanischen Ströme in einem Systeme linearer Leiter 
auf Systeme, die zum Teil auB nicht linearen Leitern bestehen. II 
^ Über eine Ableitung der Ohm'achen Gesetze, weiche sieh an ..__ 
Theorie der Elektrostatik anschliesst, 1849. — Über die stationären 
elektrischen Strömungen in einer gekrümmten leitenden Fläche. 1875. 
— Über die Messung elektrischer Lei tungsfUhigkeiten. 1880. — Über 
die Verteilung der Elektrizität auf zwei leitenden Kugeln. 1S61. — 
Znr Theorie des Kondensators. 1877. — Bestimmung der Konstanten, 

Ivon welcher die Intensität induzierter elektrischer Ströme abhängt 1849. 
— Über die Bewegung der Elektrizität in Drähten. 1857. — Über 
die Bewegung der Elekti-izitSt in Leitern. 1857. — Zur Theorie der 
Entladung einer Leydener Flasche. 1864. — Zur Theorie der Bewecung 
der Elektrizität in unterseeischen oder unterirdischen Telegraphendrähten. 
1877. — Über den induzierten Ma^etismus eines unbegrenzten Cylin- 
deis von weichem Eisen. 1853. — Zur Theorie des in einem Eisen- 
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korper indiuierten Magnetismue. 18T0. — Über das Qleichgewicht tmd 
die Bewegung einer elsatischen Scheibe. 1850. — Über die Schwin- 
gungen einer kreiBförinigen elHstischcn Scheibe. IS&O. — Über das 
Gleiehgewicht und die Bewegang eines unendlich dümieu el&Btiflcbeii 
SlabsB. 1658. — Über das Verliltltnia der Qnerkontraktiou mr LSngen- 
dilatation bei Stäben von federhartem Stahl, 185Ö. — Über die Traua- 
versalBchwingungen einen Stabes von verSnderiichem Querschnitt. 1879. 
— Über die Hefleiiou und Brechnng dea Lichts an der Grenze kry- 
Btalliniflcher Mittel. 1876. — Über die Bewegung eines Rotationskörpers 
in einer Flüssigkeit. 1861*. — Über die Kräfte, welche zwei unendlich 
dünne, starre ^nge in einer Flüssigkeit scheinbar auf einander ausüben 
können. 1869. — Zur Theorie freier PlÜBsigkeilBstrahlen. 1889. — 
Ülner stellende Schwingungen einer schweren Flüssigkeit. 1879. — Ver- 
Mucbe über stehende Schwiiigungeu des WasBera. 1880. — Über einen 
Satz der mechanischen Wärmetheorie und einige Anwendungen ilesselben. 
1858. ^ Bemerkung über die Spannung des Wasserdampfes bei Tem- 
perataren, die dem Eispunkte nahe sind. 1858. — Über die Spannung 
des Dampfes von Mischungen aus Wasser und Schwefelsäure. 18&8. — 
Über die LeitungslShigkeit des Eisens für die Wärme. 1879. — Über 
den Einfluss der Wärmcleitong in einem Gase auf die Schallbewegung. 
18G8. ^ Über den Winkel der optischen Aien des Aragonita für die 
verachiedenen Prannhofer'sehen Linien. 1959. — Über die Fraun- 
hofer'schen Linien. 1859. — Über den Znsammenhang zwischen Emis- 
sion und Absorption von Liebt und Witrme. 1859. — Über das Ver- 
hältnis zwischen dem Emissionsvermögen und dem Ab»orptionsvern)5gen 
der Köiper für Wärme und Licht. 1862. — Chemische Analyse durch 
Spektralbeobacbtungen. 18t)0. ^ Zur Geschichte der Spektral-Analyse 
und der Analyse der Sonnen atmcspb&re. 1862. 1 



Als Ergänzung hierzu crscbieu 1891: 

Nachtrag zu G. EirclLhoff's Gesammelten Abhand- 
lungen. Herausgegeben von Prof. Dr. Ludwig Boltzmann. 
gl'. S. Vn, 137 Seiten mit I lith. Tafel. J( 3,60. 

Inhalt: 
Ueber die Leitungsßihigkeit der Metalle fdr Wärme und Elektrizität 
von G. Kirchhoff und O. Eansemann. 1881. — Bemerlningen ku dem 
Aufsätze des Hru. Voigt „zur Theorie des lenchtenden Punkte". 1882. — 
Zur Theorie der LichtslTahlen. 1882. — Über die elektrischen StrÖ- 
mui^eu in einem Kreiscylinder. 1S83. — Über die DiSiision von Oasen 
durch eine poröse Wand von G. HaMeroann. 1884. ^ Zur Theorie der 
Dif^sion von Gasen durch eine poröse Wand. 1884. — Über die Form- 
änderung, die ein fester elastischer Körper erfährt, wenn er magnetisch 
oder dielekttiach polarisiert wird. 1884. — Über einige Anwendungen 
der Theorie der Formänderung, welche ein Körper erfährt, wenn er 
msgnetiach oder dielektrisch polarisiert wird. 1884. — Zur Theorie der 
Gleichgewichts Verteilung der Elektrizität auf zwei leitenden Kugeln. 1886. 



Sf^üuntBOL . V'Trlfsim^i' 




3 tin5 001) 178 081 



i 



STANFORD UNIVERSITY LIBRARIES 

STANFORD AUXILIARY LIBRARY 

STANFORD. CALIFORNIA 94305-6004 

1415) 723-9201 

-^books may be recolled öfter 7 days 

^ DATE DUE 



2BD N0V^1994 



